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VIE ET TRAVAUX DE L.-V. LORENZ. 


Ijudvig Valentin Lorenz nacfuit le 18 janvior 1820, 
a Hclsingor. Son p6re elait de Stralsund el s’etait marie 
aveti la fillc d’un boulaiigcr do Ilcl.«ing 0 i’, a qiii il suc- 
cocla dans son commerce. En 1835, Lorenz le p6re 
.s’etablil coinmc niarchand a Maribo, petite villo .situee 
dans I’ilo Laaland, Cost pour cola que L.-V. Lorenz a 
rogu son iinslruction a I’eeole superioure do Nykjohiiig, 
jietilo villo voisine do Maribo. De tr6s bonne lieuro, 
il lit voir nn penchant extraordinaire pour I’etude des 
matlieinaticiues. Lorenz to pM'e s’int^rossait kii-meino 
aux niathdmaliqiios ot a la nidcaniquo ot avail assez 
largonient initid son fils a ces branches de la science, et 
notro Lorenz a de son propre chef continue ces dlnde.s. 
Ainsi , el son dducation ot ses dispositions porsoiuiollcs 
ont fait do lui un antodidaeto: il dit lui-merae qu'il a 
pri.s I’habitudo mauvaiso do trouver, sans s’inquidter des 
reehei’che.s des autres, la solution des probldmes, quitto 
a .savoir onsuito qu’ils dtaient deja rdsolus dopuis long- 
temp.s. Cette nianidro de lairo ses eludes esl assez lento, 
ot t^^iidis que d’un c6td il avait do bonne heiire ddve- 
loppd .se.s dons pour les matbeinalique.s , il etait, d’liu 
autr<5 cOld, en retard dans los autres branches do son 
instruction. On coinprend qu’il ne pouvait pas profitor 
lioaiicoup de I’instruction malhdmatiquo donnde a I’ecolo: 
il a dit plus lard qu’il n’avait pas en general tire grand 
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profit de cettc instruction; cju’il avail au (M)ijLrair(‘ < lares 
les annees de I’ecole le plein loisir oL t<Hil io (oiii]js tlo 
live des choses qui ne faisaient pan pailie do 
jnent, Apres avoir i}asse son examon coiunu^ otiidiaid 
en 18-19, il alia h Pecolo polytecliniquo de (lojxMiliapun 
pour preparer son examen clc mecanicion ; luals la ninnioro 
dont Ramus (le professciir (ralors) oxi>osail it's iiiallu'- 
matkjues superieures lo rebuta, G’osl pour({ii<)i il sj* 
decida h etudier la chimic; il fit la plujuu’i do s<'s 
sans I’aide des professoiirs, n^assisla qidu pen de k‘i/(nis, 
niais s’attacha aux probl6nies dc la pliysupio, .siirlmii 
aiix speculations sur la nature dc la (duilour. 

Par suite il n'obtmt a son oxnnu'n ((u’luin nnfn 
assez mediocre. Apres cel examon, il dovinl |)retu‘plonr 
cliez lo comtc Mollko Huidtfeldt, puis II |?:a^ma sa vi<j i»n 
enseiguaiit dans pliisienrs ecoJos de (iopenliagiin. })r» 
septembre 1858 jusqu’a jiiillet 1859, Lorenz sejouru.'iil a 
Paris aux frais de Tetat. Il y a suivi 1('H oours do ling" 
nault, des deux Becquerol pore ct fils, do IIesi)rnP/M th) 
Desains, de Bertrand et do Lam(‘. Do IHiiii a IHS7, 
Lorenz fut professeur an seminaire do Jfiaagaurd, td de 
18()6 a 1887 protbsseur dc physique a r<ka)l(' roytdr‘ 
militaire superieure (plus lard nominck) l^x'olo diis oHl- 
tiers). Cette dernibre profession fut do sa part Jkihjr't 
d’une preference marquee et il avail a im luuil dogi^d 
Tapprobation cle ces coJlegues et de sos dlbvos, qn(nf[iin 
ses lecons exigeassent assez soiivent un Lrop grand cdlVirl 
des auditeurs. En 1887, la direction do la rondulinji 
Carlsberg lui offrit une situation dc suvant lihro, qiiNI 
accepta volontiers. Des lors il pouvail fairo ee (jidil 
avail desire depuis longtomps: consacror lout sun ti'iiijis 
a .se.s recherches scientifiques, Malhourousomcut, il nv 
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liii reatait ([lie pen cle temps a tmvailter, Le 1) juiu 
1891, uue apoplexie clu eiour, consequence cVune uui- 
ladic dont il avail dcja longtenips souffert, niottait fin a 
sa vie. Lorenz s’(3tait marie le aoiU 18G2 avec 
Agallio Fogtmann. En 1870, il fnt noinme professeur 
agr(Bg(§ ct on 1887, a son depart do Pdcole des ofliciors, 
conseiller d^elat, 

Depiiis JSGG, il 6taiL niombrc do racadeiuie royalo 
des sciences de Coponliaguc ct en 1887 il ro(^uL le litre 
honorilique de doctour en philosopliie do riiniversite 
d’Upsala. 

Nous avons dit ci-dessiis quo Lorenz s’occupa de 
bonne heiiro des problemes matheiiiatiijues. Son inlerct 
pour la physique fuL (Ivcilld par quclques lecons faitcs 
en 1840 par C. Carlson, plus tard iugeniour des Iravaiix 
muritimes, Mais, du rosle, il s’interessa onsuito tres 
vivement a divers autres sujets. 11 avail pendant quel quo 
temps rinleulioii do se iairo llieologion; il ctiidia Umbrou, 
siir Icijuel il passa un oxainen, el dans ses animes cretu- 
diant il etait ploin de Soren Kirkogaard (philosoplic et 
tlublogion danois). La politique aussi I’iiiti^ressa beau- 
coup, ct il a 6(irit en i8G5 un pamplilol soii.s co litre 
„NoLro lullo intdrieiire'L Co pamphlel (‘on.sorvG encore 
quelf[uo inlerOt, car Lorenz y predit covtaines coiise- 
qiamces do la constiliition, qui ii^ont pas juainiud do so 
inanifostor. Mais onlin son interol pour la physique 
matbematiijuc prevalut, ct il ddvoloppa sucecs.sivomcnt 
la rare association des aptitudes experiinon tales el 
malhemaliipies qidil possedail. 

Les productions do Lorenz sont prest^uo toules 
mathcmatiques en iiieino temps (pio physiques; lantot 
pri^vaiit lo cote matljeniali(|ue, tantol lo c6t(§ physique; 
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iimis prcsque toujouri^ qiu' Ics iiiullieiiuili<in(‘S Ini 
veiiL a (levelopper les iilecs pliyfiicfuo.s. Son inLc5ivl fniiir 
Ja in«athematique pure n'esi pas aii.ssi ddvcloppt' son 
interet pour la physique, ol, quaiul il Lraile tin problriue 
purement niathemaliqiio , il so soticio plus lk^s n'snilul » 
que de ^exactitude des raisounenioiils. (Vuir, par 
einple, le dernier inemoiro „Siir lo noinbre dos juuiibri'- 
premiers^.) Je crois qii’on pent dire (pi(‘ son (ahuil prin- 
cipal dtait sa disposition briilanle pour I’invoiilion dc^ iin'. 
thodos, combinee avec iin sons Lros fin de la vah'iir <lr. 
resultals approchds, mdmc quand il ik^ ixutl (loiiiiur au- 
ciine limite des erreurs coniniisos. (7osL (t (1()u]) 1(» dmi 
qui lui permil, par exeinplo, do parvoiiir au but (tuii^ lo 
nienioire „Sur la lumidro rcfldchio el rdfracldo \iiiv urn 
sphere transparente^, 

Son defaut est dans sos raisoinionionls puroiniMil 
speculatifs, qui sont tres poii clair.s. Aiissi iiii (3 KniiMla 
partie do sos niemoiros sont tres difiicilos a ooinpraiidi'iv 
surtout, quand les experiences no p on von I pas oonlinmn 
oil inflrnier les resiiltats (voir par oxoinplo lo nuniicu‘rc’: 
.,Sur la compensation des errenrs d’oJisorvalion'*). JVii 
dit plus haut que son intdrdt pour la pliysiquo dluil plus 
grand que son inierct pour la niaL!idmali(iuo; Jo doi- 
pourtaiit ajouter quo qnekpios-uns do sos mdnioiivs pm’r- 
ment mathdinatiques conservcroiil toujours hair 
taiico, par exemple le bean inemoiro sur hs Ibiudion-* 
hessdliennes. 


uiL, tonsiaererai iin pen plus on ddlail h-. 
objets differents des rechorches scienUnquos de 

Jo conimencerai par ses travaux opLicpios. (:('.s [la- 
\aiix sont assez nombroux ot on mdino (otnp.s tciir 
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etendue osl. considerable; ils remplissenl, eoinme oil lo 
Yoit, lonl le premier volume des „QEiivres“. 

Los travaux de Lorenz sur la Iheorie de la luruiere 
em])rassent prcsqiie Louie colic Lheorie ei fornieraieni 
avoc (juolques suppldmeiits uno base oxcollento pour le 
developpenioni de rOptiquo physique ioui eniierc. Uii 
peul indiqucr en pou do mols lo bui des cinq premiers 
inenioiros eii quosiioii: ce but ost d^etablir uiic Ibruiulc 
luathenialique (pii resume les resuliats de iaules los 
rechorciies faites sur la lheorie do la luimero. Lorenz 
veul do i)lus (}ue colle formulo soil deduite non do la 
consideration des causes physiques dos ph6noni6iies lu- 
minoiix, mais soulcinent dos rdsuliais d’observaiioii, cl, 
conime jc Tai dil, qu’ellc comprenno tons les resuliats, 
a rexcoiilion iouLofois de conx cjiu ddperidoni do forces 
inconniiGs (cloctriques , chiini( (lies , etc.)* Inversement, 
do^ iilidnomones embrasses par la foriiiule on no pourra 
deduirc <|ue los cquaLioiis fondamenlalcs eL non une 
Lheorie physique (voir le ciiKiuibino mdnioirc: Sur la 
iheorie do la lumiero, p. 145). CVesi pouLeiro dans los 
forces inconnuos c(u’esi cacliee cotte tlieorie (voir le 
sixidnio memoire). 11 ost evident quo, pour eLablir cetie 
Ibrmule, on a besoin d^in fondeniont experinicnLal, ad- 
missible en ioLite generalile. Lorenz lo Lroiive dans la 
Lheorie du niouvonieni ondulaioire do la Inmicre cL dans 
les formulos dc Fresnel relalivos a riiiLoiisiLe des rayons 
rdfracies ol rdflcchis par la surface de separation de 
deux milieux hornogdnos et isotropcs. 

Lo buL des trois premiers memoires est tie demontror 
la legitiiniLd dos hypotheses admises et de delinir avec 
plus do precision la manidre dont sbpore le inouvemeul 
ondulatoirc. 
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Lo pvemiei' et lo trojsicine indmofi’e+' cIu'M’Jk’ 
determiner la direction des vibrations, lo proinini’ 
des considerations Uieoriques et par des oxpt'riencf.' 
troisi^ine luiiqnement par des calculs. On ))nsi 
coniine on sait, doux theories cgalonionl adiiiissihk' 
la direction des vibrations liuniiiouses, cello do Frt 
et cclle de Neumann. Lorenz chercho dans los ( 
ineiiioires en question a tranchor la qiiostioii do sii 
laquelle est preferable. Je croi.s pourtanl t(iie ni 
calculs ni scs experiences no son! decisils. Ijch cal 
no domient qu’iine cerlaine approxinialion ol los o> 
rieiice.s no coneordont pas conipldtonienl avoe los calc 
PouWtre est'il impossible de tranchor la quo.slion s 
definir avoc plus de precision en qnoi C(insi.slo lo nuiii 
meiit ondulatoiro; car, d’apros la tlieorio dloctroniuyiidl hj 
Ic mot „ethei“ est devoiiu insignifianl, ol il rant lidll 
si e’est par excinpie la force electriijne on la fo 
magiietique c(ui prend part au nionvouioid fiiuliilalo 
Mais, quelle que soil la direction dos vibrations, j(> 
crois pas qu'clle ait aucune influence ossenliollo sur 
forme des equations fondameMlalc.s do la flic'orio dc 
liiiiiiere. 

Le second mduioire du fascicule (Snr In iV'flexi 
de la himiere d Ja surface do sdiiaratioii do denx inilio 
fiansparenfs et isotropes) traito de quolqnes oxpc'rif’iic 
faife.s par Jamin .sur la reflexion a la .surface des cor 
transparents, experiences qui niettont en evidence qnohjii 
ecarfs par rapport aux fomules do Fresnel. Dans ( 
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luoinoire important, Tautour clicrclic :i demontrcr que 
ees ecarts ne sont qu’apparenls et peiivent Ctro expliqiiQS 
par supposition quo deux corps ne sont jamais separes 
par une surface proproment elite, inais qu’il existe tou- 
jours do Pun a I'autro une couche de transition, ct (|uo 
par coiiseqiiont IM'ndicc clc refraction ue change pas 
l^rusquoinent quanrt on passe d’un cor[)a a Paulre, inais 
vaiic toujours par degres insensibles. 

On sail (jiie GhrisLoffel (Forlscliritte dor Physik, 
L. 1(5, voir note G) a fail a colte thdorio robjectioii, (Vail- 
leiu's fondeo, qu’une cortaino quantity que Lorenz sup- 
pose toujours tres petite doit necessairement dovenir 
paifois infiniment grande. Mais cette quantite n’eiitre 
dans los fonriulcs de Lorenz quo comiiio dlenioiit dhuio 
inle{<rale, ot, comme j'ai cherclie a le deinontrer, e!le 
L\st vraisoiiildablonioiit infinio de telle nmniore (|uo IMnte- 
gralo soil toujours tros polite, m sorte que robjcction 
indiquee ne peuL siiffiro a renverser riiypotheso do Loroiiz. 

Apres avoir developpd la base de sa Ihdorio de la 
linniere dans Ics trois premiers nienioires, Lorenz etalilit 
dans lo {jualriomo incmoiro (Sur la Lheoric de la luniiere) 
les Gf|iiatioiis fondanionlales, Ges equations cxpriinent 
lo luonvement do ia luniiere dans un niiliou quolconque, 
honiogeno ou hdtdrogene, isotrope on aiiisolro|io. La 
possibilile dii dcveloppcinent de cos equations repose 
sur PliypothdsG adinise par Lorenz, que los lois indi- 
(jiidos s’dtendenl a tons les cas sans exception, si petiles 
quo soient les dimensions des corps, fussonl-elles memo 
insignifiantes on coinparaison do la longueur d’une oiide 
liiininonso. 

Tjorenz se sert eiisuitc de ses ec(uations fondanien- 
talos pour nietlro en evidence comment on en pent 
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dciliiire (iiiclqucs siiigulantes ])ien eoniuios de la luniif 
a savoir la double rcfracUon ol la rotation du plan 
polarisation, cn laisanl quelqnos hypotheses siuiplos f 
la consliliilion niolcculaire dos corps. 

Lc developpcinenl do ces propriolcs osl tres inter 
•sant, car on reconnait par lo.s consideration.s de Lore 
([u’un corps doit etro doubleinent rdfringenl, lorsqu’il 
constitiie par de.s conclies periodiques. Dos expdrioin 
ont confirme cettc conclusion. Un grand interet s’attar 
egalomcnt a la tlieorie do la rotation du plan do pola 
sation, car Lorenz prouve (jiio cotto rotation doit avi 
lieu ([Hand lo corqjs est constitue par des couchos onti 
croiseos formant par lours inlorscctions inutuollos t 
figures gcoindtric[uefe soniblablcs aux polyddres rdgulio 

Le ciuquienie ineinoire donno plus d’oxtension a 
thdorio de la luinidro. 11 fait voir ontre aiitro.s elio.'- 
(|uo la tlaiorie do Lorenz, qui est fondiio sur riiypollic 
de Fresnel, est on concordauco avoc cello do Nounuui 
si I’on fait riiypothieso que los ([uuntitds an inoyoii df 
qnelles est ropresente lo inouvomont ondulatoiri} u’o 
pas d’oxistcnco physique, iiiais .sont shnplcniont d 
grandeurs tictives, introduitos pour faciliter lo calcul d 
})Ii(inoin6nes directoment olisorviis. 

On pent so deniander .si Lorenz a on offol attoi 
.son but, qui dtait d’lSlablir dos forinulcs inathdiimti([u 
susceptibles d’onibrasser, iiidependainmont do toutoliyp 
these pliysique, I’onsomhio dos riisultats d’obsorvatio 
x\ cctlo question jc croLs qu’on doit rdpondre qu’il u 
a pas completcinent reii.s.si. Car , memo on supposa 
les lois de Fresnel absolument oxactos, los oxpijricnc 
font soiilemcnt voir qu’ellos s’appliquont a dos .surfac 
do dimensions linies, tandis quo les calculs de Lorei 
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exigent qu^elles soienl applicables a Uos surlaeey inlini- 
nient petites^ ce qui impliquo iino liypoHiese pliysiqiie. 
Lorenz dil bicn qii^il rcgarde tonte autre fonnule, qui 
presento la nienie concordance avoc Ics experiences^ 
conniie ayaiit la memo validito (voir p*‘Ji). ilais, en 
consiclerant la forme dcs equations, on reconnaitra, ce 
n)o semMe, qu’ollcs iic pouveut guere otro dediiites iiiikiue- 
meiiL cles experiences, el que I’experience no pent Iran- 
chcr la question do savoir si los ikiualions do Lorenz 
sent preferables, par exemple, aiix equations ordinairos, 
Lorenz a pourtanl par sos equations atleinl Ic but 
do demontrer qidil est ]3ossiblo cVetablir des equations 
fondanientalos applicables a tons les milieux sans re- 
courir u I’liypothese dos forces inoleculaires. CVest prd- 
cisdmeiit cetto hypotheso qu'il rojette et dont il fait la 
oriticpio on disaut (ciiKiuiomo niemoire, p. 141): „On 
pourrnit croire qu’oii aurait ole conduit par la connais- 
sauce si importanto do la nature des forces inoleculaires 
a dos conclusions nouvolles: en realile, il n’en fut pas 
aiasi. Au contrairo, il s'csL produit ici un fail qui s’csl 
rej^ele ailleiirs, par oxeinple dans les hypotheses qu’il 
etait iiecessaire d'ajouler pour rexplicalion de !a double 
refraction: on a reconnu qidon ne poiivaii so servir des 
suppositions nouvelles f[u’a rendroit ou ollesetaicnt faites; 
on ne pouvait en deduire d’aiitres consequences^ 
On pent encore faire d’autros objections contro I’ap- 
plication pratique cles equations fonclanientales de Lorenz, 
Ce sont des equations aux derivees partielles, dont Lap- 
plication exige toujours uno liypothese sur la forme et 
la disposition des molecules; par exompie la theorie de 
la double refraction implique la supposition de couches 
periodiques. L’adniissibilite de ces hypotheses ne pent 
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evideniment demontree que par leur concordance 
avec la I’calite; mais il est tonjours difficile de conclure 
des effetb anx causes. 

De plus !es applications exigent i’intdgration d’dqiia- 
tions aii.x derivees particlles, dont on ne connai't jias 
I’integrale generale. Les integrations sont prcsquo tou- 
jours failes par des developpements en serie, dont on 
suppo.se la forme conniie a priori, mais de cetle nianiere 
on no sait pas .si la solution du probldme ainsi obtenue 
est la plus gdnerale, et encore cst-il souvent necessaire 
d’oineltre la demonstration do la convergence des .series. 

Eiifin, j’appeilerai I’alteiition sur lo fait qu’il est 
quelqnefois impossible de reconnaitre I’ordre de grandeur 
des quantiles qui entrcnt dans les calculs do Lorenz; il 
me seinble parfois qu’jl ndglige des cjuanlites du memo 
ordre que les quantitds conservdes. 

Mais, quoi qu'il en soil, je crois quo les Equations 
fondainentales do Lorenz consorveront leur importance, 
et qu’il a pleinonieiil demontrd qu’on pout avec avanlage 
remplacer la theorie de.s forces moleculairos , qui sont 
tout a fait liypotlietitpies, j)ar la thdorie plus simple de 
la forme ot de la disposition des molecules. 

Enfiu j’appellerai I’attention sur le sixieme inemoire 
„Sur I’ldentitd des vibrations de ia luniicre et des cou- 
rants eleclriques". C’est peut-elre Ic plus reniarquable 
des nieinoires puroment theoriques de Lorenz. 

Lorenz y ddveloppe d^s 1867 le fondemcnt de la 
theorie eleelromagnetique de la Inmiere. Il est vrai que 
Maxwell avait developpe cette theorie deux ans an- 
paravant, mais Lorenz n’a i^as connu le travail de Max- 
well et le fond des deux theories differe, Jc n’entrerai 
pas dans plus de details sur le meinoire , mais je ren- 
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vcrrai le IccIgiu* u la noto IG, loino I (p. 204) on j’ai 
fait line couii)araison approfondie cles deux theories do 
Maxwell et do Lorenz. 

Les deux tneinoires suivants porlent co litre com- 
inun „RGcherchos experimentalos ol lheorit[nos snr les 
indices do rofracUon". Lo premier memoire no contiont 
quo dos experiences sur Tean, le deuxieiue siir des corjis 
differenls^ (ant liifiiides quo gazeux. Le but de cos deux 
menioires cst do trouver reduit do refi’action*‘ 

des diirdrcnts corps, e’esUa-dire Tindice de refraction 
correspondant a une longueur cVondo iiifininieni grande. 
Col indico cst determine lant par rexpcrieiicc cpie i)ar 
des developpemonts puremont theoriquos. 

ConiiiiG un rayon luminoux correspondant a une 
longueur d’ondo infiniineiil grande n’cxislc pas dans la 
realite, I’indico reduit de refraction no pent ])as etre 
observe directoincnl; inais on iieuL le deduiro des ox^ 
perionccs en partanl de la supposition quo riiulico do 
refraction soit exprinmble par une serio do la forme 

oil cst la longueur d^onde, designeiit dos fonc- 

tions qui depimdent do la tenijidralure et du volmne du 
corps. 

Go ([ui imporlc sui’tout, e’est de siivoir si A, I’indire 
reduit, depend a la Ibis du volume et de la leniperaluro 
ou du volume soul. La question n’esL pas a)3solumenl 
tranchee par rexperieiico ; mais Lorenz croit pourtant 
prolmblc, d\apres les experiences memos, que riiidice est 
fonction du volume soul, cc qui indiquorait quo les corps 
sont composes de molecules, clout la position seule vario 
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avec la temperature, niais (jiii olles-tiiemoK re.stoiil i) 
vaiiables. 

Les rocherches theoriques ont pour point do <l(3])iu 
les equations aiix clerivdos partielles etablios dans lo 
qiiatrieme et cinquienie nienioires. Lorenz suppose <1 
plus (|ue les corps ordinaireinent appelds lioinogdno 
lie bOnt pas en realite parfaiteinent honiOBoncs, mai 
qu'ils sent composes d’dlements a structure iieriotliipu 
oil qui so repetent periodiquemont. De plus il atlino 
([lie les p( 3 riodes des elements soiit iiolilns on coinpa 
raison de la longueur d’uno ondo luminouso. Par coni re 
il lie fait pas d ’hypotheses sur la tonne des iiioieculcs. 

Avec cos hypotheses ie calciil fait rcssoi'tir la tacoi 
(lout la foiiction (la coiistanto do rdfractioii) , ou 

J esL riiitlice reduit et v lo volunio du coi'])s, def>oii(l 
lie rindicG de refraction iiioleculairo cl de Ui cons Li In Lion 
(lu corps. Hi Ton suppose Ic corps compose do iindtj- 
culeb invariabies^ separees par des inter vnllos vidc'S, 04‘l(o 
loiiction est une con&tante. 

Pour luenor les calculs ait bout, on so sort pour- 
taut de la theorie des inoyeiines^ theorio null fonddo 
an point do vue inatheiuatiqiic, ot do plus, rapplicaLi(ni 
quen fait Lorenz no me somble pas toujonrs corrccio, 
Lus calcuk bont tres pdnibles. Si Pon suppose les inoh'i- 
niies spherit[iies , les catculs se simplifiont considdrnl^le- 
ineiit ot Ton obtient du reste les memos rdsuliats, CN^st 
CO qu’a fait voir Lorenz dans un rdsumd do cos deux 
meinoires hisere au tome XL des annul cs de ^Viodo- 
inaiin, et dont les developpements mathdmatiiiiiGS ligu- 
rent dans les „ruuvres scientifiques% dans im supplement 
uiix deux meinoires. La theorie se trouve on ])anne 
concordance avec les experiences. 
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L.’avanl-dfcriiiDr iiiemoire cst intiliile „Tt)eorio de la 
ispersion'*, c’esl-a-dire thoorio de I’indico de refraclion, 
coinnio fouction de la loiifjuoiir d’oiide. Le^ 
evuloppoiiionLs son! ici pumnont inatheiiiatkinos el 
’enipi’wntenl ricii a roxpenonco; innis, tandis rpic la 
leoi'io do I’indtce de rel'raclion reduit pout dtre ddve- 
jppee sans aucune hypollieso siir la forme dos iiiole- 
uleSi ici en fairo line. Lorenz siip])0.se cpie les 

lolocnlos soul coinposcos de eouches sphdriqnes; e’esi 
ourciuoi 11 developpe d’aliord les ef(ualioiis generales 
out on a besoin pour lo calcul da mouveniont liuninoux 
ans un pareil milieu, compose' do conchas sjiheriquos, 
oncentriques el homogdues. Puis 11 suppose encore que 
‘ iiionvoment lumineux s’opdrc do la meme inaniere 
Lir louto la surface d’unc telle molecule, quo la distance 

0 doux molecules voislnes ost Ires petile on eoniparaison 
’line longueur d’oiide ot quo les inoldculos sont se- 
arcos par lo vide. Enfin il fail cotte dornicre lijqiollic'sc, 
no I'iudice do refraction ost infiiiiincnt grand dans la 
ouclio la plus prochc clu centre do la molecule. Les 
alculs sont Lr6s conipliipics ; iiiais les resullats soul re- 
itivcinent simples. Je no crciis poiirlant pa.s tiu’on 
iiisso atlrilnicr line grande iiiiporlanco a cos rdsultnts, 

cause do la mviltijilicitd ties liypolhesos admiscs, donl 

1 flonnierc surtout seinble tout a fait arbilraire. 

I_fO nieinoiro lo plus important des Iravaux pure- 
loiil optiquos ost pcnl-etro lo dernier „Sur la luniiere 
dflocliie el rdf’raetdo jiar line splidrc Iransparcnto". G’esl 
lie c«uvi'o oil les difficullds acctinuildcs somlilcnl de- 
assox' les forces d’nn soul boininc; Lorenz I’a pour- 
ant acbevdo. 
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Le i)rocccle do developpenienl csL on ])rin(Mpo lo 
inOme quo dans les memoiros prececlGiits. Los oqiialioiis 
aux derivdes particllos sonl iiitcgrccs par des series dc 
ibnclions spheriqiies et cylindri(|uos; niais^ tandis ((uoduiis 
le memoire precedent la somnmtion dos series esl fnci- 
litee par la supposition quo Ics rayons dos splieros, dans 
lesquelles a lieu le mouvement liunincux, sont pclites on 
coniparaison de la longueur des ondes liiniiiiouses, iri 


les seric!) ne convergent quo tr6s lonlemcnl^ lo rayon <lo 
la sphere etant grand en coniparaison do la longuour 
d’ane onde, C’est pourquoi il faut ici rocourir a iiiio 
niethotle qui pennetle de reinplacor los series par dos 
expressions nouvelles plus simples. 

La methode de Lorenz coiisisto a reinplacor los 
series par leurs inoyennes. Cette mctliodo osL snjolti^ a 
line foiile d^objections. Eile ne pent elro qidapproxiimi- 
liveinenl. juste et son admissibilite no pout gu6ro dim 
ju’ouvee en toiite rigueiir. On ne pent pas Iroiivor los 
Innites des erreurs conimises en remplagant Ics ,sdrios 
par leiirs inoyennes, Les series (|ug l^on soiniiio de,' 
cette maniore coiitiennent un n ombre fini^ inais inde tor- 
mine, de tonnes, et ce nombre n’est liniitd <(uo par la 
condition qu’il doit etre Ires grand, 

De plus Lorenz conclut, de co que la moyeuiio 
d’uue serie est nulle, que ses derivdes auront do indiiio 


leiu inoyeniie iiulle. Mais, nonobstaut cos olijcctions, 
les resiiltats prouvent que la methodo est pratiriucinenl. 
applicable. Comnie, en effet, ello mot en evidence Lous 
les resiiltats coiinus de la reflexion et la refraction cruii 


layon liiniineux dans une sphere transparonte, jo crois 
qu’on pent conclure, avec une grande probal)ilile , ({in' 
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les resiiltats noiivoaiix, qui pouvont eiro consiclcres eornnio 
des intorpola Lions, sont aiissi valables. 

Jo mentionnerai enliii uno partioularito des herios 
employees par Lorenz pour represenier lo inouvomenL 
Inniineux en iin point donne: leurs dillerenls iornies ex- 
priinent la partic du mouvoment luminoux procluite par 
un rayon clout la distance an rayon central pout dtre 
mesLirde par I’indice du ternio, cl les coefficients dos 
termes sonL expriincs par dos series dont lo m-ieine 
terme correspond a la parlie du niouvement procluite 
par uno rdfloxion »i-nplc. 

Nous venous do passer cn revue les Lravaux optit[uos 
do Lorenz qui font Ic contenu du premier volume. Lc 
tome second comprond le resle dos muvros physicincs de 
Lorenz ot do plus ses lravaux inathcmatiques, Quck[iies- 
uns dos elerniers lravaux se rattaclionl pourtanl a dos 
phenomdnos physiques. D’un autre cote, le premier 
memoiro clii tome second „Memoire sur la Ihdoric do 
Pelasticite des corps hoinogones a elasticite conslanto“ 
esi presque exclusiveincnt nialhdmatique. Le probleiiie 
esl traitd prescpio ontiereiuont do la memo inaniere tpie 
los prolddmos optiquos, el si j'ai ronvoyd <'e mdmoiro 
ail tome second, e’eiait imiqucment pour quo lo tome 
premier ne conLiiit c|uc des mdnioiros d’opliquo. 

Lo reste dos lravaux jdiysiques cliffdre fort dos 
oeuvres optiques. Ils Iraitenl de la ddtcrininalion dCvS 
unites elites absolnos, do la connexion ontro les condne- 
tibilitds caloritH|uo ei eiectrique ot onlin des ddchargo.s 
pdriodiques, c'osLa-dire des phenomenos qui rattacheat 
rdloctricite et la Inmiere. 

Lo premier petit memoirc purement physique du 
volume „Sur lo nombre des nioleculos contenues dans 



XVI 


un niilligrainme d’eaLi^ tend a determiner ce iionibre 
l>ar la qiiaiitite cVelectricitc necossaire a la decomposition 
cVuii milligramme d’eau, par la tension miniiua de celte 
electricite et enfin par cles suppositions sur la sitiiaiioii 
JtiiuLueile des niolocnles. Comme resiiltal, Lorenz troiive 
<1UG !e iiombre cherclie doit etre plus grand quo KiOO* 

Cit la distaiK'O ties molecules plus petite quo innn 

Lorenz prenaiit conune point de depart cles suppo- 
ti ons arbilraire& sur la forme et la situation des mole- 
cules, on no pent altribuer tnio granclo importance ii ses 
I'^sLiltals, qiii indiqnenl plulot I’ordi’e de grandeur dos 
C£uaiitites cherclt^es. 

Le inonioire suivant traile do la delerininatiou du 
tlegrd de chaleuv en unites absolues. Tandis c(u’on pent 
tl’ uno inanlere naturelle deflnir los unites eloctriciues et 
magneti(|iies eii mesnros absolues, il n’on osl pas de 
luOme pour los unites tie chalenr. 

Lorenz cliercbc a trouvor nne telle inesure cn prenanl 
coiuine point dc depart la loi de Dulong el I’etit, quo 
la. cfuantite de chateur necessaire pour dlevor d’nn uiGuie 
iiombi’e de degrtis la teuiiidraturc d’un inCme nombre 
cle inolecule.s ost indepenilante do la nature des corps, 
an moins pour Ics gaz, proposition qui ponrtant n’est 
l>as admissible en loute rigiieur, De plus Lorenz choisit 
nil nombre determine de molecules, En so laissaul 
guidoi.- par la loi de Faraday, que la memo quanlild 
cl'electticitd degage de.s quantiles dquivalentos de.s diffe- 
i-oiils electrolytes, il arive a cette definition: Un degre dc 
clialonr cn mesures absolues est I’eldvalion de teinpd- 
rature que I’linltd de travail pent produire, si elle osl 
coinpletemenl transformce on chalour, sur un nombre 
cl’fitonio.s d’un corps simple egal fi colui que I’unitd 
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cl’elccLricile dogage d’lin electrolyte normal (par ox.: I’acide 
clilorhydriquo). 

Le inonioiro Anil par quolqiies considerations biir la 
relation intime onlre los conductibilitns electri<iLie ct 
calorilhiuo. A canse dii inanpae do riguour do la loi 
de Petit ct Dulong, la ddtormination faito par Lorenz 
do I’linite absolue du degro do chalonr no pout gnere 
pretondro a une grande utilitd pratique. 

Si les deux memoires precedents no sont pas ernn- 
portanro considdralAe, par contre, les trois memoires 
suivants uieritent la plus serieiiso coirsideralion » lanl a 
cause de lenrs iddos simples ([u’a cause des resultals 
qidils onl fail connaflro. Ils concornont la ddterniinalion 
de la resistance du mereure en mesuros absoluos, Coiiime 
on le salt, runite dc rdsislanco esl definie par la rdsi- 
stance cPuii conductour de longueur dgalo a runite i)ar 
lequel })asso Tunite de coiirant, la difference de tension 
dleclric|ue dcs deux cxlreniites du conducteur dtant egale 
a runite. Cette unite do resistance ost de la dimension 
d’lino vitesse. Le raisomioinotd de fiOrcMiz procedo de 
cettc idee, quo si runite de resistance doit etre considurdo 
coinino Line vitesse, elle doit anssi dire mosnrdo par une 
vitesse. En fait, Lorenz la mesiire par la vitesse d’un 
disque tonrnant. Un couraiit passe par lo corps dont 
on vent niesuror la resistance. Une partie du courant 
est ddriveo et passe par Ic disque tournant et par une 
Imbino do III de cuivre qui ontoure le disque. Lo disque 
tournant induil un coiiranl dans la bobine et lo mouvo- 
ment du disque ost tci que lo sens du courant iuduit 
ost contraire a celui du courant direct. Quancl le disque 
regoil un mouvemenl convonable, los deux courants se 
ddlruisent. Mais la vitesse qn’il faul imprimer au disque 

b 
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polu’ (|u’il cn soil aiiisi os I e[»alc a la ivsi&tance du coii« 
ducleur, iiniltiplieo par ime constante qui depend de la 
forme cle I’appareil. 

Loren/ a consacre trois inemoires a ce sujel. Dans 
le piemiier, il donno la Lheoric de Tapparcil quo nous 
veiions cle aientionner et les resiillats des oxperionoes 
faites avcc cot appareii, qui utait d’uno siniplioite sur- 
preiiante. Aiiisi Loren/ le fait tourner siinplemenl avec 
la main- Dans le second nieuioire, il doniie uiie ana- 
lyse des inetliodes a employer pour d^torniiner I'Olnii 
et dans la troisiemo il expose le dtdail des experiences 
failed avec un appareil perfectioniie. La coiiiparaison dcs 
resultats cles cloux series d’experionces fait ressoriir coin- 
bien est ingenicuse Tideo de Lorenz ^ car ello no mani- 
festo c|ue des differences iiisignifianles cntre les resultats, 
hien cpm dans le premier cas I’appareil soit extrenieinont 
simple, comine nous Pavons dit, tandisque dans I’appa- 
reil porfectionne on a mis a profit nombre de raffine- 
ments techniciues. 

De ineme le meiiioire suivant „Sur la propagation 
de relectricite'^ presonte le |)lus haul intert^t, Clomnic 
on le sail, Fedderseii a lo premier fait des experiences 
5ur les decharges oscillantes d’une bouteille de Leydo; 
oiibiiite, Kirchhoff a applique la theorie a I’oxplication 
des resultats de Fedderscn, ilais il s’ost manifeste, a 
propos cle la cluree des oscillations, une divergence con- 
siderable eiitre les calculs et les observations. Ce sont 
ces fails quo Lorenz a soumis a im cxamon plus precis. 
11 determine cVabord, tant par le calcul c(ue par I’ob- 
scrvation, los constantes d’induction crun grand nombre 
de fils conducteurs, Malheureiisement, il n’mdi([ue que 
le point de depart et le resultat de se.s recherches. Or 
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In resultal nc roiicordo pas avec !e ])()inL dc depart. 
J’ai peiise cpie coUe divergence otaR due a Line erreLir 
dan.s los foriiuilG.s. Vraiscniblablcrnent il n’eii esl pas 
aiiisi, Diais la difference Uent a ce que Lorenz s’ ost servi 
d’uno foriimlo pnso ailleurs^ ot qui nc s’accordo pas 
avec le poinl dc dcjiaii (jiril hicliquc (voir la roniarque 
do Loroiix*, an bas do la jiage 171 du tome II), II laiii 
pourtaiiL rcinar(}iicr quo, si Ijorenz avail conserve son 
point do depart, ses calciils et sos experiences concorde- 
raienl prcsipie conipleloineni (voir, par exemple, Note 7, 
p. 23G). Qnoi quMl en soil, le resultat final de Lorenz, 
que la oonstanto dioleclriquo du verre esi beaucoup plus 
grande que cello qiRavait aclniise Kirclihoff, oxplique 
coi-niiletomont la divergence enlre les calciils cle Kirch- 
hoft' cl los observations do Feddersen, De jilits le iiie- 
nioirc coniiont ime rochorcho des conslanles d’induclion 
dll fer oL de riniluence iiidiictrico do la torre sur les Ills 
telegrapidqiics. On pent reinanpier (pie (i’esL Lorenz f{ui 
le premier a einployii les tiJk^plioncs pour (jiuclior los 
effets dc riuductioii. 

Le dernier grand niemoire du volume qui porlo sur 
la pliysi([ue concerno los conduclibililes electri(|ue ot calo- 
rilique dos nielaiix, G’est essonliellcnmnl iin grand travail 
experiinontal, oil sont detormintics par deux unjdiodos diIFd« 
rentes los conductibi!il(§s calorRiquos des corps. Cies coii- 
duetibilites caloriliques soiiL comparijos avec les coiiduc- 
tibilil^s dlcctriquGS et Ijoronz arrive a (io resultat qii’on 
peat approximativoment (mais avec une assez grossi6ro ap- 
proximation) egalcr lour rapport a une conslante niiilLipliee 
par Ui teinperature absolnc. Fiualoinent Lorenz a exmite 
qaelqiios calculs pour rdsoudre coLlo (juestion: comment 
peat-on, en supposant les (;orp.s constitues cl’iine maniero 
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donncL', iniaginei' que la coiiducition ca]orifk[uo soit it 
placee par des courants eloctriquos locaiix de lugoi 
elablir tlieoriquemeiit la loi fournie par robsorvationS 

Malheureiisement, les experiencos failes au coiirs 
ced recherches (1881) oni eii line action filchciiso sur 
sante de Lorenz, Ics experiences ayaiU ele on pai 
exdculees dans une chambrc froide. 

La derniere partio du tome second dos n;iiv 
scienLinques de Lorenz contiont ses Iravaux puronn 
jnathemati(|Lies, La plupart de ces Iravaux n^olTrunl [ 
un interel considerable. II s’en trouve pourlant par 
eux qnelquesHins d’assez remarquablos. Je ciLorai, \ 
exeinple, le beau inemoirc „Goiitribulion a la llieorio i 
nombres«, et jesignalerai a Paltenlion des niutlidinaticic 
le memoiro „Sur le developponient des fonc Lions arid trail 
au moyon de fonctions donnees'* qui expose unc Lhdo 
assez interes.sante du devoloppement dos fonctions aii 
traires en series de fonctions Besscliennes. fei les idc 
de Lorenz sont, je crois dkine grande porlcc ct Lout 
fait originales. 

Dkine autre nature ost rinteret du nidnioire „Siir 
compensation des err ears d ’observation , oil Loro 
cherche a prouver que si Von a observe plusieurs f( 
des grandeurs 0^ fonctions lineaires do plusieurs autre 
on n obtiendra pas toujours la componsation la pi 
favorable en se servant des valeurs vraios des coeffleien 
de ces fonctions lineaires. II cherclie en outre ui 
niethode propre a rosoudre cetto question: Quelle e.^ 
panni plusieurs compensations qui poiUTaient eire en 
ployees, cello qui doit etre consideree coinme la ph 
favorable? Le meinoire met en evidence tout le gdn 
de Lorenz a trailer les questions difficiles et son habile 
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;i raiflonnouionts ; toiitefob les rosuUats no 

mo soiifblonl qiie pen f;ali.siai’^anls. Tout lu inunioiro 
(‘sL (li[licilo ii ooinjirGiiflro ot rnanqiio do clarte, 

l,c dleiidii lies ineinoires purcmeiii matlieina- 

ttques t'iHL le dernier Jlcclierclies aimlyiiquos siu’ les 
nornbrofi cle nombros [)remiers“ II forme nue suilc aux 
rechorclio*^ anlorieuros sur le memo suj(‘l et cherclie a 
demon Iror quo les dcarls oittro Ics noinl)res^ effeefifs do 
noinbres; premiers oL ios iioiiiln’es calculib par la for- 
nnile do Rienmnn sont periodiques, D’apros line coni- 
miinicaLion quo in’a faite M. Gram, il est vraisemblahle 
qiic pkisieiirs des resullats do Lorenz sont admissiblos ; 
mais il jnamiue a scs recherclios lo de^u'e d’exactiiiide 
muttioiiuibcjno qiii soul pout moUre les conclusions hors 
do cloiiLo- Los rdsnliaLs o))lon(is sont diis plulut an tact 
fin do Lorenz qu’a s(?s raisonnemonts. Les calculs son I 
Ions appi’oximuLifs oL Ton n'a anenn nioyon do h'oiiver 
les liniiLen des erroiirs coininises, 

A i>art SOS Iravaiix sciontiflques, Lorenz a ou un 
grand poiiclmnl ol un vif inlcroL i)onr les applicalions 
prEitiqiLOs. Ainsi il s'esl occiipc d’oxiK^riences nombrouses 
sur la production galvanique dcs meUaux legcrs. Eij 
collaboration avec io profossonr CLI^ Jilrgenson il a con- 
slruit une dynamo; le principe qui y est applique a des 
aimaiiLs interiour.s a plus Lard reiju dos applications d’unc 
grando extension, 

Mats e’est do la theoric cl dos applications dii teld- 
phouG quo Lorenz s’occupasmloiit et, coramo nous Tavons 
dit plus baut: il esl cortainenicnl le premier (fui se soit 
servi du tdlcphojie pour dos mesiires sciontifif[ues, Entin 
Lorenz a publie noinbro d’oiivrages, dont certains out ou 
pliisiein*s editions. Son livro „KortfaUet Naturlsere" 
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(Abrogp (Ip physique) a coniple (Miiq editions (lSn5— S7), 
LJn cours cte ])liysiijLic jilus etondu panit (m 1870^ [luis 
viiirent „La3rebog oni Lyscl“ (optir|ue) en IS7G, ef ^Lteroii 
oni Vanneii*’ (Ihooiio do la clialour), livro qiii a (Mo 
traduit on aileiiiand (1877). Gch doiix doriiiers ouvraj^os 
siu'loul oni de l*injpOL-tancG a oausc do leur inode d’ex- 
position et clos jioinls do vue pour la [>lupart Ln\s on»i« 
naux de rautour. Coinme on lo voit, le champ d’aclioii 
de Loroiiz a ele Ires (Mondii ot son genie a onrioln la 
science^ principaleinent la physique iiiath( 3 maLiquo, d’lino 
foule d’ldees nouvollos. 


Eti Lenninanl ecLte longue eidrcj)risr, douL le but a 
ete le rendve les travaux de Lorenz access! bios an uioiide 
savant, jo tiens a rouiercier la tbndation Carlshcrg, qin 
a assume toutes Ics depenses et a la liberalitd do lac|uollo 
les „aaivres sujentinquos‘‘ ont dii do voir !o junr. 


(Siir la vie ot les ujiivres de Loivnz veil*; G. Glui^tianion, 
Dansk hiograiLk Lexikoii, lomc X, p, 371)— H81, ISOO. Upsala Pyni* 
hiimii’auijv jnbeltb'it 1877, p. 8(13 Illustr. Tid, 1891, Nr, 38. Daii- 
skeien VI. Une parti g de la pi6sente notice sur la vie ct les tra- 
\aux (le Loienz e^t tnuliiite de raiUcle de G. GhiistiansGii,) 
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SUR LE DIilVELOPPEMENT DES EONCTIONS AU MOYEN 
D’INTEGRALES DEEINIES. 

TIDSSK^TFr Foil jNfATIIKjMAl’IK ISflO. P 160-108.* * 1. 

On connait piusioiirs meLlioJos qiii servont u ex- 
prinier dos fonclions arliilraircs ixu nioycn triiilegTales 
ddfinies; ces developpomeiits out cu siirtoui do rinipor- 
tnnco pour la thdorio do ilnldgraLion des dquaiioiis 
difforcnliellcs sous des conditions doimdcs: aussi osUco 
surLout on physique mathdniatiqiio qidon a fait des ap** 
plications dicndiics do cos nicihodes, Qu’il me soil 
permis ici d^appeler Patleution sur une iiidlliodc non- 
voile, do inottro on evidence la relation qui exisLe ontro 
olio el los inethodcs connucs el enfiu do fairc rcssorLir 
une partie dos applications dtondiios qidon pout fairo do 
ceLLe mdthodc dans toutes los parlies do la tlieorio do 
relasticite. 

Si h Gsl positif, on arrive aisemeni, au inoyen do 
rintdgration par parties, a ridcntilc 
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Miiltipliant par da ot integrant enlrc los liiniios 
« ^ 0 ct = (q on on tiro 
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d’ou Ton deduira, en faisant Z» = 0, 


sin ax 

X 


dx 


2 


, « > 0 


2 


, «<o. 


(I) 


II faiit poiirtant reiuarquer que le proniior inoinlMv 
de cede equation cst iiidetermino, ct qu^on no pent lo 
determiner qifen tenant coinptc do Porigine do riiiLugrale, 
qui est unc valem* limite d’lino expression doLoniiineo, 
etdoit Otre coiisidord coinino une manicro aljregdo eVderiro 
I’inlegrale 

1 X ’ 


expression ii laquelle on devra recourir, si I’applicalion 
de la notation al)regdc conduit a dcs rdsuUats indiHor- 
ininds. La notation ci-dessus exprimo qu’on doit dgalor 
I a zero, non pas avant, mats aprds I’inldgration ; ici, 
coninie partout dans la niaUicmatiquo , quand on Lraitn 
des quantitds qui, a uii certain endroit dos calculs iloi- 
vent etre dgnlees fi zdro, il iniporto ossontiellcuionl, d’olv 
server a quel moment cela so fait. 

Si nous cherchons maintenanl la Tnlour do la sc'Tio 
i.’e-‘"'cos «jji, oil la sommation est ctcnduc a tonics 
les valeurs enliercs de m, depuis 0 jusqu’ii I’intini el oil 
I’on no prend quo la moitid du premier tonne, nous 
obtiendrons, en remplagant le cosinns jiar son expression 
on oxponenlielles imaginaircs el sommanl tons los tonnes, 
la valeiir 

1 1 

2 1— 2e-''cosff-|-(!-«^' 
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pour b — 0 1 ’expression s’ovanouit, a inoins quo 
CQSrt lie- soil en memo temps egal a 1. Si nous suppo- 
sons la valeur do « comprise entre — Stt el sans 

pourtaiit atleindro ccs deux limites, « sera inlinimont 

cc 

petit* cl cos« = 1 — g • Par consequent on aura 


iVr 


'cos«?;t 


(>=« 


+ bi\ 


valour egalo a l’int6gralo diifinie considerdo ci-dcssus. 

Si Ton nmltiplie par du los deux mombros do cotfce 
Equation et qu’on integro do « =« 0 jusqu’a a a, on 
obtiondra 


sin am 
^ . m 


^ pour i>;r > a > 0 , 

pour ~^7T<<i<0, 


( 2 ) 


oil lo ijrcmier inombro est dcrll sous la forino abregde, 
qui osL plus commode cL gdneralemcnl employee, niais 
oil la rcniarf[uo faito ci-dcssus est encore valablo. 

Si nous parlous de rdipialion 


2 J/-(aj) dx = da - jj/V/) do , (3) 


oil la valour de x est comprise cnlro uno eonslante plus 
g-rando cl une constanlo jjIus polite //, cl si nous 
niiiltiplioiis le second mombro par 

2Csm((«— , 

I, 

OLi lo signe siiperiour est valablo poiti’ rinforieur 

pour X < nous obliendrons 


NOT 



En clifTerentiaiit Ics doux inomln'cs par rapport a rr, 
obtiendra 

f (it") ^ (^0 j 

/t < a: < , 


on 

(4) 


ce fjiii le tlieoreme do Fourier. 

Si, de memo, on multiplic le second nicnibre do (8) 


par 




si n(.v— fii) m 
m 


1 , 


ou le sigiie siipericur est valable pour ^tt > x — a>0^ 
I’inferieiir pour 0 > a? — > —Stt, on obtiendra de la 
m6mo maniero 


/■(it) = 1 /(a) COS (;« (.r-a)) -da, n 

‘<■. 4 ^ . 1-7 


>.'<!>— JT, (5) 


Oil doit etre compris entre Ics liniites — 2;r el 

+27r, ot oil par consequent x ct ry, qui tons deux pen- 
vent parcourir la memo serie de valeurs, sent coinprirf 
entre — jt ot 

Ces deux ddveloppements an inoyen d’integralo.s 
ddfinies sont connns el out vogu dos applications etendues. 
II 5 '^ a pourtant encore iin troisieme ddveloppeinenl, (pii 
pent Mre obtenu d’une manidre analogue, a savoir cmi 
inultipliant lo second membre do (3) par 



. X — a 


y- /J 
= i 


oil le signe superieur esl valalile pour a; > a, le signe 



inPericLii' pour tr< < 7 , cl oil I’oii .suppose quo ?/— /9 s'ap- 
proclie do zero eu parcouranl Line seric do valours posi- 
tives. On obtiondra alors 



l/-l^ ' 

i^r-ay+{!/-/^y. 


y^fi 


(«) 


Si Ton sujjposait <iuc «/— /5 ftU orisinairemcut negatif, 
le seconrl ineralJi’c clc (G) dovrait clro change de sigiio. 

All moyon do cos (rois ineHiodos on peul aussi 
devoloppor sans difflciilld dcs fonctioiis do plusioui's 
variables an moyon d’intogmles ddfinics. Nous nous 
bornerons ici a I’applicalion do la derni^ro inclhode. 
L’dcjuation ( 0 ) pout etro dcritc sous la fonno plus gdnd- 
rnle 








z = r 


On Irouvo facilcnionl 


oil 


\c!^ 2 

p-- -(.«-«)■“+ (v-jf’ 

t /— <0 


el, si Ton reniplaco lo socond moinbro do cotlo equation, 
qiii figure dans I’dquation ci-dossus, par lo prcuiior. on 
oblicndra 



Coimno lo socond inoinbro s’dvanouit pour toutes 
valours finios do r, il fant soulomont lonir coinpto des 
oldinonts pour Icsquols x = «, // = /9. 



m 


C’est pourqiioi Ton pent reniplacor tj par /9 
choi-jir dos limites arbitrairos cle </ et /?; il faul pourl 
quo X et !/ soient compris entro dies. Par coiiseqii 


on obtienclra 


oil 


rtAj) - V^*"’'** 


Ici le point (.c, i/) est situe entro les limites cle I’ii 
grale et Ton suppose quo z—j- est origiiiaircnionl pos 
Dans le cas contraire le signc doit Clre rcnvcrse. 

On pent retnarquor quo I’exprcssion entro crod 
dans I’equation (7) satisfait a I’dqualion cliffcrentiollo 


dz' 


0 , 


et qu’elle exprinie, d’apres la loi do Newton, rallraet 
([ii’excrce un plan dans la dii'ection do la nonnalo 
ini point, si un elduont du plan a la masse /‘{a, li)da 
et si I’ou prend comine unite d’attraction rattraelion 
runitd de masse ii I’linite de distance. L'c((ualion 
oxprime alors que I’attraction exercee par lo plan d 
la direction de ia normalo sur un point cpii s’appro 
infiniinent de lui est (§ga!o a 27 r/'(aJ, y) , c’ost-a-dirc 
fois la ina.sse de relement le plus proclie, divisdo 
la surface dxdy de I’eldinent. 

Pour dos fonctions de plusieurs vai’iablos («„ »a, • . • 
on troiive plus generaleincnt 



«„ . . . 


zL 
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oil 

i' = V (*^1 (*^2 *^ 2 ) * * * "F" ('^H ' ^») I 


.Vj, .... A-i sonL situes entrc Ics liinitcs do I’inte- 
gi'alc et a!„ — «„ ost suppose posilif ti I’oi'igine. 

On pent facilonicnl sc convaiucro do la validito dc 
cetle equation, si Ton rcinarquo, (lu’on n’a bosoin quo 
de tenir coinpte clos dlcnicnls pour losquels a\ = 
a;, = a, ... On pent done romplacor f{a^, o,, . . //„_,) 
par a;,, . . a?„_t) ot romplacor les liinitcs arbitrairos 
par — 00 ot -f- Alors I’dquation (t)) est vdi’iflde sans 
difricultd.* 

L’exprossion onlrc crochets satisfait a Tequation 


i: I Z _ 

•• • 6 ^ ~ 


(iO) 


Par consdquciit cotto indthode pour oxprinior los 
fonctions pout surtout dtro oin[)loydo pour I’intdgration 
des equations difl’drcntiollos do lu forino(lO) donl I’intd- 
grale ost line foncUon donndc jiour uno valour donndc 
d’une des variables, dc inaniorc quo los deux fonctions 
arbitrairos qui enlrent dans I’inldgralo dc (10) soul ddtor- 
minccs par cotto fonclion ot par los liniitos do I’intd- 
gralo. 

L’intdgralo ost done dans cc cas ddterniindo par lo 
second nicinbro do (0), si I’on suiiiiriiuo los crochets. 

Mais la nidthodc pout encore servir a I’intdgralion 
d’autres dquations diffdrenticllos apros avoir dtd logdro- 
nient generalisdo. Nous prendrons ooinmo exomplo I’dqua- 
lion diffdronticile qui exprimo la loi a laiiuelle sont assn- 


* Gfr. Jacobi. Journal do Crello, vol. bJ, p. 0I) ol (iO. 



jettu*. tons les petits mouvcineiiis des oorps (Masliquori a 
dastieilc condcUite, savoir 


j_^ V ^ J- ^ 

dx' ' djf ' (0^ 


(II) 


On pent facileni0n(: se coiivaincro quc cetle o((iuiLion 
est verifiee par 



r 


[/«'+ (// — /?)“+ {z ~ r)~\ 


])ar cons0(iLient aussi par 



Cette expression se rcduit^ d’apres (7% a f\Xy 

pour X = 0. Car, soul, Ic promior tonne csl a consi- 

derer dans le developpement de — yS, snmuil 

los puissances de si r -= 0, do sorlc qidon pout 
(0 

ne^lf^fer tons les tonnes suivants. 

Si le mouvemcnt, qui cst determine par Piniogralis 
eiiiane d’uii plan [x = 0) a limitos donndcs, cl si Pon 
su])]jose quo rintograle est id exprimde i)ar /'(/, y, (*t 
quelle ne soit pas assujottie a d’autres conditions, rdifiia- 
tion ddloreiitielle est pour x positit’ conipletemonL inld- 
gree par (12), ou I’integrale cst etoncUic anx limitos du 
plan, et pour x negatif on lie doit quo changer lo signo. 

L’intcgrale (12) fait ressortir qu’on pout considdror 
eliaque element dl^dY conime I’origine d'uno partie clti 
mouvement en (a?, ^, ;?), qui en emano avee unc vitesso 



conslante o), la partie do rinlegmie duo a cet elcniieid 
etant 



Si la distance clu point considere an plan prhuilivo- 
mcnt mis on mouvemoiit ost finie, on pent considcror 
chaque elemenl dii jdan, coinmo iin conlrc do 

nioiivemonl, do manifjre quc le inouvoincnt dii point 
consider^ dovionne la souimo dcs mouvoinonls qui enia« 
nenl des dinorenls centres do monvomenl. 

O’est la proposition qui oxprinio lo principc d^Huygens ; 
inais CO principc csL incomplet parce quMl no suffil pas Ji 
determiner Ic niouvoiiienl. II csl do plus inexact^ el si 
Ton s’en sert (cominc lo fait Laaid dans sos „LG(^*ons“) 
pour 1 g combiner avec les equations orclinaircs du mouvo- 
ment, on parviondra a des resuUats incorrects, parce qu’il 
n’ost pas valablo aux distances infiniment petitos du plan 
en mouveinont. 

Dans ce dernier eas, lo inonvemont doit otre consi- 
dere comino dinaiiant, non pas d’un point inais d’un 
cteinont d/idy du plan, el Texpressioa oxacte do la 
pariio de Pintegralo qui on proviont sera, si ft ol y 
soul los coordoiineos du point milieu do rdldmcnt 



d 

dx 






expression i[ui, d’apros (7'), se redniL n f{fy y, z) ])f)ur 
,r = 0. 



Cloinnie cxeniplc do rapplication do rGifiuilioii 
on ])eut supposer quo rintograle piiisse dajis Louie V6U 
d’un plan {x = 0) etre exprimdo par 
L’iiitegrale pent alors Olre cxpriineo sous uiio fonnc 
simple, et le problonie qui consiste a dcduiro cetto J 
(le Pequatioii (12) ne sera pas dopourvu cVintoroL 



NOTES. 


note 1. On trouvcra uno grande parlic do la 
SLihstaiicc do co nienioiro devoloi)i)oo dans les doiix pro- 
iiiiei's mcmoircs des toinos proiiiicr ol second dos ccin'ros 
scieiitifiqiies do Lorenz. Go.s deux niomoircs (but do 
phis rossortir lo.s applications qn’ou pout fairo do.s theories 
ddveloppecs ici. Dn rosto la molliodo dont on .s’ost 
sorvi ici differo do cello ((ui cst employee dans los 
niemoircs cites. 

NOTE 2. Crcst-a-iliro, .si b converge vois zero, 
a doit egalement converger vers la lut'ino limito, si I’ox- 
pression nc s’ovtiiioiiit pas. 




LA .FONOTTON POTENTIELLE. 




HEOREME SUE LA PONCTION POTENTIELLE, 


ArATriKI\rATISK TIDSSKTUb’T. 18 fi 3 , V 52 - 03 . 


iiporlanco do la foncLioii potoutieile pour I’appli- 
lo la nuUlioinaliqiic a la nature esl telloment 
able, ([iruiic conuaissancc appro fondio dc sos 
is csL indispensable pour la solution cVim grand 
cle prubloniGs prdsontds par la nature ollo-iueine. 
^ , nonobslaiil los rochcrchos noinbrouses faiLcs 
; fonciion, on aura pourtaiiL, il mo senible, en 
les problonics dc la piiysi(|uo inalhdniaUqiio^ 
G sonliiiienl) quo nos connaissanccs sont tres 
a son dgard. La prdsento rochcrchc, provoqiide 
renles dirficuUes de la physique iimlhoinalique, 
^Gul otre rapporldos a la solution du prolDleuie 
ion, a encore conflrmd ina conviction quo notre 
Tince d(‘ la fonction potcntiolle ost encore res- 
et quo la prdsenie contribution u son eLudo 
3 poll do chose par rapport a cc qui reslc oiicoro 
Quo cola soit pour les aiitros, coniine co besl 
^uiOnio, lino inciliition a pousscr avec dnergio 
e cette fonction! 

bnetion potentiolle d’lm corps par rapport a nii 
esl exprinido par 





22 
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Les integralioiis relalivus aux ti'ois variables «, y 
peuvent ici etre etoncluos cle — co jusiiu’ii -j-co , la I'oiic*- 
lion f{o,i3,r) avbilrairc, nu-iiu) discan- 

iiiiuo ) ct par excniple ogalc a zdro dans ccilaiucs poi- 
lions cle I’espacc. On sail alors riii’on pouL iiivorscnioiil 
cletermincr f par la fonction potontiolle 1 j eai on a 


bW , ^ ^ 




Je cherciierai a niontrer comiucnl lo problonio cor- 
responclanl pout etre resolii pour la foiiclion poLciiLi(5llo 
d’un plan par rapporl a uii poinl du plan lui-mdnu', 
probleine clonl Ifi solution nc pout pas cHro ckkluilo cb' 
la proposilion citee. 

Gelte fonclion cst, pour un plan quo nous in-omlrons 
coninie plan dos a:y, defiriie par 


s{a!, tj) 



-|-oo 






(i) 


Lo probleine esl d’invertir eotto equation, de inaiiiere 
a determiner la fonclion f par la fonclion CJ. 

La fonclion polenlielle pent otre exprinieo eu coor- 
donnees polaires sous la forme 





f{>\ 0) 

cos (0—<p) 


(H) 


Avant de passer au detail do la Iransforination do 
ces integrales, il taut coniniencor par etablir (pioUpics 
propositions auxiliaires, cpii serviront a la solution tin 
probleine. 



(3) 


T. 

On pout iiieltre rint(5yrnlc 


1 \ Syn-cos/? 


SOUS line autre fonne, on clevoloppani le dcnoniinatoiir 
suivant los puissances croissanlcs do r, si on de 

j>^ si r>p) intogranl onsuite tormo u terme, puis soui- 
mant la serio ainsi obtonue (voir Riimus; Mech., p. 88). 

Le ineinc resultal s’obtionl par Tapplicalion de la formulo 
(voir Schloniilch: Hdli. Analyse, p, 339)*^ note i. 


r* 27 : 


cos viddO 


h/| 


r< 27 r 


= a" 


sin 0 


\ 2m 


lid 


yi-^ir — Srtcos/// l/l-f-n ” — ’iucoaO 


« < i 


oil Ton a pose (voif rondroil. dte) 

sintf 

l/l + — 2flcos^} 


sin^, 


d’oti 1 ‘osullc 


I _ |/l-j-n“ — 2«cus/) l~«cos/y 

T— a coal) ’ ‘ ^ ~ I -|- d‘ — 2« cos 0 

En nuiUiplianl ces dciix (Jqnations, on obliendi’a 

dip ^ __ dll 

p'T~«“siiiY + — 2«cos/?’ 

CO qiii transformo I’inlegralo ci-dcssus en 

22 ' 
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J|/l — 

les liniites otant los memos pouf (p quo pour 0, car 
doit prendre toutes los valeurs entrc —1 ct lii 
qul correspondent a cosd = «. 

Goinme sin^i n’ontre clans rinlcgrale epic par 

TT 

can’d, on pent encore faire varier p do 0 ii ^ , ot 
druplor lo resultal, ce qui donne 

^ coh rnddfl ^ dp 

Wl+ft" — 2flCos(9 Wl — «°sinY 

Si Poll r emplace ici a par ou par ~ suivant 
on roconnaitra aisdmcnl quo I’inlegralc (3) 
etre expriniee par 


rr 

4Vsin®"‘^f7^ \— 

I/O LJo 


r drfjr) ?■’» I r dr /'{) ■) / 

r''siid^/>’" Wi^ysin®^ r’" 


Dans la premiere do ces deux inldgralos, je 
rsinji == psin^c, par od j’oblicns 


dp dtp 

Vjy^ — r’siiiY KP— p“^n’^ 

Or Pintegration pout etre cxdcuteo do deux niaiii 
soil d’abord par rapport a Ics li mites de sin^f ( 
0 et - , puis par rapport t\ r ontre los limilos r = 
r = jj, soit cPaliord par rapport a ?■, ontre les lii 
r = ^jsinp et ;• = p, puis par rapport d <p de f 

» 7Z 

jsi = Q. Dans les deux cas les deux variables 



eoLirronl la memo scrio eh valours; mais on doit ici 
profdror la deriiiorc indLliodo, parco t(uVlle ponnot cVexe- 
oLilor iinmedialcmeiil Tadditioii des deux tenues do (4), 
eii roniplaganl do nouveau ip par <p. Cette expression 
sora alors transfornu'o on 

4\sin='" 

Si I’on i)oso ici 

j(ysin^/. = y, (li}> ^ 

\/p — <1 

on oblicndra par eonsequoiiL 


sin 


rdrf{y) 

//binY 


— «“.sin®(4 



— 2 pr cos (i 


SI' /'«“> 

_(Ui_ I rd^{r) 

Vy-</ 1 1^'' 

0 vq 


j 2 m 


(5) 


On pourrait Lransforiner la socondo intdy’ralo do (4) 
d*uno nianidrc analoguoj on posaut 


d’oii 


p sill <p =- r sin p , 
d(p dip 

siii"^ V/A-’ r*" sinY ' 


Goiniiie prdcedeininont, on suppose quo I’integTalion 
ost oxdculdo on prouiier lieu par rapport a r ontre les 
liinlles y = p ct y oL puis par rapport a p do 

p = 0 a ^ . 

ji 

Si I’oii rcniplacu do nouveau ^ par tp oL si I’on fail 
I’acldilion dos doux Lornies do (4), on troiivora 
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' NMi]: 2 



'* ij) dip 


V 

[ rdrfjr) _ 
]!///— r® sin^^ jp 


el. si Von fait id la substitution *= g. on ol^Lioiuh'ii 

sin^ 

une noiivelle expression do rintegrale on f(Lie.stioii (3), 


'^avoir 


o rg?- 

J lV+r‘-2yjr 


0 

cos// 


= 41 


dq [ l■dl^f{)■) r’»p’' 


Kg®—/ 1 1^5’— /•“ q^” 


((>) 


On reeonnall pourtanl facilomc»l qiie los doux ex- 
pressions (5) et (()) sont identiqiios, co qiii dcvienl dvideiit 
si I’on pose dans la premiere q = p u ol r = p it i\ 
ot dans la seeonde q = po et v = p e ?/. 


II. 

Aijc'l a deinonli'd qu’une fonction d’uno scule vai'iabiL' 
punt eire oxpriinde an inoyen d’une inldgralo delliiio do 
la inaniere suivante (voir Ramus: Diff. oL M., p, 2()0).'i 


<j(.r) = sinnia-C dt) ^(p'{e)dz 

t: y,x~ffy->»y{i—zy><' 


( 7 ) 


OH I/I est une fraction propremonl dilo, positive ol arhi- 
traire. 

A’ous poserons ici 


" = 2% a’ = p\ 

l>lli^ noiH leniplacerons 5 s(p-) par ^(p). On olitioiidra 



m 


ainsi 



(«) 


On pcLil sc scrvir do cottc expression si Ton a, par 
oxeinple, 

Q I /I /J/i 

( 0 ) 


?{p) ==- 


pour ddlorniincr invorsonicnl la foncLion </> par 
on doil avoir 





p- 


car 

(O') 


All contrairo, si clans la fornmle (7) nous posons 

1 z) ^ 1.1 

^ ^2 1 ^ ^^2 1 

cl si nous roinplagons onsiiitc ^ 
olitioucirons 



[-■ys) l'fn‘ riP)< >'««« 


Gollo ckjuation va clro differenliik' par rajiiiorl a 
inais il faul observer fpi’on doit alors, ])our eviter des 
incldtevniiualions iiroveiiani do LeriiiOR infinis^ executor la 
differcnlialioii on supposanl d’abord ipio la limiLo info- 
riouro soil p puis inlu|,Ter par parlies el cnliii fairo 
tondre h vers /.ero'^'. Si ron derit do uouvoaii ^(p) a 
la place do on obliondra aiscinoni do coUo inanioro 



♦ NOTE 
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La diffoi'entiatioii indiquco par rapport fi q 
Otro cxdciitde ile la iiidmo mauiorc, par ou Toqu 
jji'ciulra la fornio 



111 . 

A present nous passorons cle ce.s rccherches pn 
nairos an probldino cn question, II sera alors nr 
tie cherchcr on premier lieu la solution d’un cas j 
culier, celui ou la fonctioii /"(r, 0} do requation (i 
depend quo do r seulomcnt. On pent dans co cas 
placer 0—^ dans I’ecpiation (2) par 0, tandis qui 
limites de 0 scront constannuont 0 et 2jr, ot {?) 
alors fonctiou de p seuleinent. 

Nous pouvons alors partir do I’dquation 


/^«3 

53 (i>) = y 

Vo 




j — ^pr co.s 0 


c[ui, au inoyeii de la relation (5), ou m = 0, sera li 
fonnoe on 


cs{ij) = 41 


dq 


Si nous posons ici 




rf{r)dr 


1101115 aiu’otis 


W-q" 



;-J4i 


equation qui esL iclonlique ti I’dijiiatioii (9), si I’oii pose 
L’dqiialioii suivante {9') deviendm alors 

JT 




t-^O 


d’oii, on iiilroduisant roxpression li’ouvdc ci-dossiis pour 
I’on ddduira 


/««) r%<i 

1 \ >'l\r) dr 1 i eg'(r)(/r 

<1 ^ 
t/O t/o 

Si iniiinLonanL on iiiuUiplie cetlc d((iiatiou pai- 
_ -11 cl (pVoii inlcgro onlrc los linifios q ^ p 

ct r/ == CO, on ol^tiondra 


S 50 fitc 

pdq _ 1/ 7 01 ^ \ jj> (Ir 

p t/Q dp do 

Lo ])reiniof nionibrc esi d’apros (10) cgal a \f(i))cl2> 
si I'on roinplaco ^^(/’) par /’(?*), el Tou Lirora do roquation* 
on iliffdrcnliaiit ])ar rapporl a 


ni>) = 


S ee 

_pdq_['a'{r)<ly 

Vq^^y/q^--'? ■ 


Le problcmo csl clone rc^solu, car la foncLioji f csl 
oxprimdo au inoyen do la roncLion inais il y a avan- 
lago a inellro lo rdsullai sons d’aulres formes. 

Si la diircronliallon par rapport n p csl oxciciildc do 
la inaniore indiqudc ci-clcssus dans iin cas analogue, on 
obtiendm'^ 


mw L 



842 


puis 


fiP) 


nv) = 



©'(r)rfr\ 

JKg'-/ \ ’ 

n~'/ 


S ee 

dri i 

P Va 


(Jr darts’ {>•)) 

— I-" 


(14) 


Sous eelte (briuo le rosultat sc prole niicux an 
calcul pratique. Du restc ii csl idontique au rcsultat 
snivaiit 


" NOTE 5. 


fip) ^ 


lit?/ d ? dq (*f/rrt3(r)\ ^ 


CO cfu’on pent reconnaitre on effectuanl les diffdi'cntialions 
indiquees. 

Si nous cherchons au contraire k clonnor le resiillal 
Hous imfi (brmo analogue a I’cquation (13)^ nous poiirrons 
nous seuvii* de reqiiation (G)^ oil nous ferons nt = 0 el 

iVaborcl /“(r) = ^(^0- 

equations (14) ei (15) se transfomioronl cn 


fiP) 

et 

f(p) 


H 2“ 

Vl)-\' r‘ — ^pr Cl 
0 

1 1 (/ / r , 

^■‘u }) dp dpV ^ ‘ 


cl{rw‘{r)) 


•cosy 
dO-zsir) 


( 10 ) 


l/y+ r'‘— 2^ir cos 0 


, (17) 


de maiiioro fi representor /"{p) sous forme d’uno nouvellc 
fonction poicntielle. 

Apr6s uA’oir rdsolu le probleme dans le cas special 
considere, nous passerons au cas general, Soil projjoscc 
I’equation 



•m 


TSip, <p) 




jl cst a provoir que la fonclion f(}\ /y) pourra etre ox- 
j)riindc sous iino formo analogue an resuKal obleiiu ve- 
tjeinmoiiL; c’osL poiirquoi nous examinorons on detail 
I’exprossioii 


= 


,\ ,l \Y+r-^p)’(‘-os{0-f) 


( 18 ) 


Ici on a 


W{r, 0) 





(lU) 


t)U nous ox])riiiici'on.s f{r\ //'), tl’ano manioro bieii connuo, 
jjar lino iulegralc doflnie (voir llanius: Diff, ol Int,, p. 8il), 
ciavoir 

f{r\ O') = 'h cos »/ (//- {/<) d 4 > . (!20) 

^ ddsigno ici uno soiuiiio elenduc a louLos les 
valours eiilidres eL positives de m, lo jiremior lonno 
dovniil dtro divisd par % IjC set’and niembre do (18) se 
prdsonlo par cos siibsiiLutioiis sous la Ibnnu d’lino intd- 
j^u'alo quintuplo, on nous rcuiplacorons f) par /y-j-^ ol 
6' par sans poiirlanl (‘hanger les liniiles 

do rinldgrale; cos^;/(^/ — //) sera done remptace par 
cos«; (/y'“f mais, coniino los lerincs qui con- 

tioniiGiit ol sin;«/y^ s’ovanoiiiroiU dans I’inlegralion, 

on jjeui rcinplacer coti m {()' -\- 0 par 

cos iiiO cos wO^ cos m (f . 

Sf Ton poso^ pour alu’egei\ 



' ) ^ l//4-/=_2rr'cos// 

F sera exprinice par 

F - i vg;~- 




dip cos m (ip ^p)\v dr\dO --^-^4 


i'o 


i\ l/y-f r^— Syjrco.s// 


[ci nous poLivons employer Ics forimiles Irouvocs 
antcnleureinent, car nous aiirons cVapres (5) 

' V/'— t \ Vi-'‘— >f- ’ 

cl d’apres (G) 

\ 1 !///+)• — :2^jr cos/? \Vq'—p\V<t—>'‘ 'F 

*^0 VP Vq 

Gt par consequent rexpression de F sera 

/^-{- TT i^50 




rtQ ii'* 

t.^0 V^ v<i' 


,fni ' 


Mais, d’apres (8), on a 

^ rdr ^d(/(p'{(/) tt ^ ^ 

\vf=7\l^ -¥<’«• 

Vq i/o 

Par suite, I’expression ci-dessus sc transformora en 

p + TT 


i<’= S ^ y/^ cos m (ip'^ P) \ 


j 


^k<p{<i) £_ 

Vr/~i/ </■ 


[3 //2»? ' 




Si nous di/l'i'>i-(>ntion.s par rapport ii p, nous ohlion- 
droiis 


HJ -4- 1 


Coninio on u do ])lus 


oL 


S CO ^'4 

^ L 

i/^;= 7'”’ 

)> Vv 




I ^^7 ^(2) 




si I’oii diflerontio do nouveau ro.xi)rcssion ci-dossus par 
rapport a p, on aura 

I d ( dF\ 

^ A‘1— I il fM 


-rf 


p Op 

d(j)C,Q?. Ill {ip — (j))^ 






Si Ton reinar(|uo quo la derniero parLie do rinl6gmlo 
I (5V^' 

ost egato a 7- , on faisanL passer ce Lcrnio au 

p- Oip^ 


premier nietnin'c dc I’uqualion, on obtiondra 

I 0 ( dF\ I \_ IfF 
p bpY'dp) 


7i t/;> 

lei il faiit siibslituer^ d’apros l*exi)ression Lroiiveo 
ci“dessiis de (p\(f), 
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• XOTt .5, 


r/'« \ r""’ 


d nou'i poiuTons noiib scrvir cle rOquaLioii ( 1 1), si nous 
reinplacons r par r', ^(r) par pour rodiiire lo 

second inenibro dc requatioii (21), qui doviondra, 


-4 



+ <r 

f/^COSW — 


71 


Alais, (.Vapres (30)^ cettc expression est idenLique a 

f), 

de maniere (pio I’eqiiation (21) so rddiuL a 


}-Ll I 

p (5p dp) df 


— 4;rY(p, ip). 


(22) 


Lc problenio esl done rcsolu , car ici /“(p, ^) esl 
expriine, au inoyen de F, et si I’on introduit la valcui- 
(18) do F, on aura 


.V \ 1/15 


dp 


p- Of 


zs(r, 0)cl0 


I/ 7 /+ F — i 2 pr cos {0~<p) 


.. (23) 


Eri inlroduisant les coordonnees rectangulaircs, on 
tirera de requation dc depart (1), 011 

n-\~ “ ^ 

® (<^1 /5) = \da' W' _ /3.n 

il apivs le result at trouve 





U7 


On pent ocriro lo second in ombre do cotie equation 
sous imc forme pins coniiuode pour lo calciil, on rom- 
placant a par a + a), /9 par y? + y puis elTectiiaiil los 
clifrerentiations indiquoos cL ciifiu rcmplacanl do iiouvoaii 
par //, + par ft, par oii Ton olUiendru 


^ C-^'j i/) '■ 


4;rn \[/^x-o^)^(!/~ft'‘)W OftV 

t/— ooi/ CO 


D'lnic maiii^re analogue on transrormora (i2;J) on 




H 27C 

dO 



TS(r,ll). (271 
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NOTES. 


NOTE 1. On a 

^2" cos mfJ (Id _ o)(*l noHtnlhKl 

" “ y r+Tttr^ft y l“|l «C: 2 ftcoH 0 

&mm0fim0d0 

^ wT Wt^ «'^I'< 7 cos of ‘ 


Mais, (l’ai)r6s un thcoreiiio bicn conuu do .lacol)ij on 


aura 


(- 1 )' 


siii(}?i arc cos a:) 
(■/"'“‘(I— 


VI 




1.3.5 ... (2;h — 1) 


et par consecfuent, en rem])lagai!t daii.s roxpi’cssion ci. 
dessus cosfl par 


ii 




,m- 1 


1 .3.5... ( 2 )j) — 1 ) dx”'-^ 


1+1 

dm- 


‘( 1 -®“)” 


1! _ ^ 




jl. 


En integrant ici (w— 1) fois par parties, on olitiencii'a 


n 2«"i 


+1 


(I— 


ce qui est preciseinent I’exprossion de Loronz, si I’oi 
reiuplace de nouveau x par cos (9. 
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note 2. Gonime toule la suite dc ce iiienioire esl 
'ndec sui’ le Iheorenie cl’ Abel (Oeuvres completes, tome 
p. 27 ), je devclopperai ici lii ddnionstration d’Abel, 
{^oreiuent moclifiee. On a, on rompla^aiit z par Oz^ 0 
XI* ex, 

e‘dO „^Xo‘'-’“-^‘dO^^-^dz 

® J(1 -oy-”' J( 1 * 

1 ’on suppose ici 0<w<l, a — > — 1 , a>0, 
X aura 

Cr-”'+'cW _ /’(«-w+s-|-1)/X/h) 
r(« + s+l) 

_ r(c/)/’(i-»o 

par suite, coniine 


/’()«) r (‘-«0 


7t 

sin mn ’ 


sin w?r /'’(a+ .s-|- 1) j’(« - m + i) T O’dO dz 

Si Ton pose ici s = 0, on aura 
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Si I’on poso enfin = ^{x), on obtiendm 

Ja 



Mais id se presento cotto question: La fonclion 
pout-elle Giro tout a fait arbitrairo? 

On rcconnaii iminecliatoincnt qifollc doit s’cvanoiiir 
pour 0 ? = 0 et qu’cllo doit OLre differentiable. Puis on 
rcconnait quo, la foruiulc (7) otant valablo poui^ cbaqiio 
terniG d’lme sonuno, ello I’est encore pour toute la soniine, 
En consequence j si pent etre devoloppe cii line 

sei'ie do puissances a exposants posilifs, la serio repre- 
sentora f{x) — f(0). On pent encore concluro cle la i[iie 
la sorie representera f{x)—f(0)y si f*{x) pent Giro devc- 
loppe on une serie do Fourier, 

Si Ton pose s = — 1, on obtiendra 




l«— 1 


sin UiTT 
n 


{a—m) 


do I 




formule qui n^est valablo quo pour a>m. 

On en cleduit 

*-0 ^0 ^ 

puiri, miiltipliaiit par f{a)cla, f{a) etanl arbitrairo, et inte- 
grant entre les limites « et J, 
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Si Ton pose {f{a)x°-'"da — <p{x)y on aui'a 



Coninie ci-clossus, ji)(j;)n’est pas tout a fail ai’l)itraire, 
xis doit s’cvaiionir pour a: = 0 . Si I’oii remplacc ici 

z par z~m ot ^(ur"m) par ^{x), 

olDtiendra 



Pour m = , 1 , on Lrouve la Ibrmulo ( 12 ) dc Lorenz, 
^{x) doil s’dvanouir pour a; = co ot, dii resLo, on 
-it analyser la validild dc cello forinulo commo cello 
la. fonnulo ( 7 ), Si {c’(co) ii’esl pas dgal a zero, on 
t rcmplacer ^{x) i)ar p(a;) — ^(qo). 


jNOTE 3 . Au lieu do iirocddor cominc lo fail Lorenz, 
Ipeut se servir d’unc autre niclhodo, yui nio scin]>lc 
s facile. On a 


<p{P) 


2 

t: 


l-A ^OO 

pd q Yf'{r)dr 


Si I'oii pose 


5 ^( 2 ) - 


(90 

rf\r)dr 


ii Ton remplaco q jiar pq, on aura 


9iP) 


_ 2 r dq 


n\qVq 




23 ‘ 
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2r d(i 


%Jl 

2r dq 


<P\n) 




Si Ton remplace ici f' par on obtiendra la for- 
imile (11). 

Par la m^me mcthodo on obtiendra 


r 




Mais on a 


r <-/OY(>o) r 

2j, Kf'-s' sj, Vi''— o’ 


= q \^=~i -|- - lim l/r*— ■ 

■'Vr"— ? 2r=« 


Si litnl/r* — SVO') — ™ obtiendra roxprossion 


de Lorenz, 


NOTE 4. Lcs differontialions pouvenl Otro oxdcutdcii 
comnie dans la note 3. 


NOTE 6. Dans la note 3, nous avons trouvd que 




. V<i-p 


iY dq 


V Vq^-f 


si !i^( 2 ) !/?-/!“= 0, 




dq, (I) 
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Do la memo maniei-o on obtionl 


()•©(>•)) 
1 V' 


cl^-0!Ldr 

W-r‘ 


2J„ V(i"-r‘ 

= »Slp- <"> 

Si Ton so scrl de cos cloux formules, on obliendra 

4r-4Lr-sa,(,, _ 


si dans la forniulo (I) on pose 

- ?$.??§*■' 

et si Ton so sort cnsuilo do la forniulo (II), rcxprossion 
prendra la foriiio 

r V(r)Jr 

En oxecutanl sur cello expression roperation 
on obliendra 


1 d (fdq ^TS'{r)dr 

« .1 v7^ ? ’ 


ot, si dans la forniulo (I) on poso 


<p{q) = ? 


dq d 




on trouvera 
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oil I’on suppose que 


= 0 . 

p 

Si Ton se sei't cle nouveau do la forinuio (II) 
retvoiivei-a I’cxprossion (14). 




r— X V(i-)^?r 


NOTE 6. On pent ilcraonlrer la proposilioi 
Lorenz d’unc inaiii^re tliffdrento ot plus facile. 

Si I’on a donne la tlonsild superficiolle /■(», y 
cliaque point (.«, y) clu plan «= 0, Ic potonLiel 
point ai'biti'aire dii plan .sora 


mix.tj) 





I dud^-f{^ft) __ 


et cle nidine le polonliol d’un point arbitrairo cle I’es] 
sera 





l-foo 


daclji f{af / 9 ) 


!/(* — «)’+(?/ — (5)”4- 2^ 


Mais on supposant cpio 



Udxdydz 


soit unc cpiautite finie, le thdorfenio de Lord Kelvin 
en evidence cpi’i! n’existe cjn’mie soule fonclion si 
faisant, comnie /7, entre Ics litnites de I’intcgralo a I’eij 

tioii + = 0, cl pmiant pour a === 0 

memes valeiir.s d (;»,//) cpie IJ, Or la fonction 



l-j-oo ^-{-OQ 


1 cl I \ ta (g, /9) da. djj 

^ 0i \ Vi/(aj'^y -u (y ':Z/9)qr^* 

V oo t/ — 00 


satisfail- a cos conditions. Par consckiucnl, on aura 


et commc 




d a d^ /’(«, 

- <')”+ (y — 


^-}-co /i+ec 

1 I Vi{a ,li) dadp 

2^ ei ) :r;;9)5q:7» 

<L/— 00 i/— CO 


0 -4- CO 

l/(a: - «)*+ (y — ? 
-*•00 


^ = 0 

= >j) 1 


/■(•»!, y) 


1 5“ I t g(f/, jg) t/ff c/^ 

4 7r“ y? J K(lr -Tf 


Mais commc 


on aura 


fiV/ , fiV/ 6V/ 

dx‘ v'f' 


1 / t_ \ C C “ (*'i y5) 

4^“ I, 't" %V \ W('a,'-lfqr(y:r;^» • 

CO t/— 00 




SUE L’EVALUATION DES AIRES. 




SUE L^EVALUATION DES AIRES, 


jWATIlKJrATISK TrDSSKllIFT 1801. P, SS- 88 . 

Zj*evaluation do I’airc cVune surfaco poiU Ctre ramoiioo 
a I’evalualion da voluiiio d’an corps infinimciil minces 
de inonie forino quo la surface, car lo voliiino diviso 
par I'epaisseur du corps, qui osl supposce pavtoiiL la 
menie, donnera Taire do la surfaco. Gonimo cetto con- 
ception peat offrir dos avaiilagos praliquGs, ainsi quo Ic 
ui outre, a inon avis, Texcmplo suivaul, j’esp6rc quNl no 
sei*a. depourvu crinidroL cVen fairc unc dLiiclo plus dclailleo. 

L’eqiiaLioii de la surface donneo osl 

n =: — 0. 

03+ A, y + /»\ z-\-l dtaiiL Ics coordonndos tVim point 
si toe infiniment pros dii iioint a;, ?/, snr Ui norinalo a la 
surface en ce point, on aura 





^ + 2-+/) 

et 

cle 

plus 




]i Ic 1 S 




dll Ou ~ du V ' 




8x dy dz 

ou 




et 





V = 
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£ est la clistaiico du point a la surface, 

Au moyen des valours de k, doiormii 
cette mauierc, on obtient 


F{x-{-h^ -^ + 0 = 


Si Ton sc ddplacc de cette manioro a imc 
distance de la surface, clans la direction do la i 
a un nouveau point x, la valour do la foil 
variera do 0 a £, et, pour un point situd siir cet 
male, a une plus pcLilo distance do la surface, la 
de ^ sera comprise entre 0 ct e. 

Pour chacjiic point //, z appurlonaul au cc 
finiment mince ayant mcme forme quo la surface 
epaisseur constanto s, on aura done 


£ >• 


0. 


Le volume d’un corps pout etro obtonii pai 
malion de lous les elements de I’cspace illimitd, 
plies par un facteur cpii est dgal a i pour tons ] 
ments appartenant au corps ot dgal a zero poi 
les elements situds eii dehors du corps. Comino 
de cede nature, on pent prendre, par exemplo, Tin 
clefmie 



arc tg 


SV--U 

hv 


arc Ig - 


si Ion fait, apres I’integration , converger h vers 
car on aura clans ce cas 


m 


et 


I ev^n 


nrotg,-- 


TT ^ U 

f pour £>-. 

7r ^ u 

— pour s<--, 


^ ft 

-g- pour ->0 
-0 pour -<(). 


Les deux Icrnies soul done on menie Lenips ogaux 




.>->0i 


au contraii’o ils soronl do signos contrairos pour loulos 

H t. 

Ics autros valcurrf do — . et par suite ils sc delruiront. 
En consoquonco, on aura 


li 

/i = o j 


“1 


scion que Ic point ^ ost sitnd u riulcnour du corps 
on a rextorieur* 

Lo volume du corps sc troiivo on multiplianl coito 
inidgrale ddliniu par dxdydz ct integrant dans lout 
Tcspaco illiinite; Tairo do la surface esl done co volonie 
divise par rdpaissciir e du corps, l^ar consequent on aura 



en 




Mais, coinme s est uiic qimntitc inflniment petite et 
commo on a, on general, pour uiie fonctioii arbilruive ^(e), 
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S 

on aura 

I /»+”(»+“(» + “ yS/, 

( 1 ) 

t ) — IJO V — CO ^ 00 

11 va sans dire, qu’on nc doil pas integrcr par rap- 
port a .V outre — oo et +^1 sculemcni entro los 

limites qiii correspondent a deux plans donnes, dans lo 
cas on Ton ric ohercho pas Tairo totalc dc la surface, 
niais bien Taire liinitcc par doux plans, quo nous sup- 
poser ons paralleles aii plan des yz, 

Dans Tapplication do la forinulo (1) a rdvaluatioii 
(Viine aire, on ne doit pas perdre dc vuc quo h ost nno 
qnanlite iniinimeiit petite et quo, par suite, tons Ics 
elements do riiitegrale s’dvanouissonL, a inoins quo n soil 
en ineiiie temps inflnimenl petit. G’est pourquoi Ton 
pout, soit conserver la forme des coefficients do h cL 
couune fonctions de trois varial)lcs, soil cxprinier cos 
coefficients en foiiction dc deux variables on dlimiiiaiit 
la troihienie variable au moyen de T equation = 0. 

La forinule trouvee pour A pent aisdment dtre 

ramenee a la forme ordinaire, si nous multiplions lo 

du 

numcrateiu’ et le denoininateiir par el si nous posons 


r an 1 

t'Jsr'' 




1 


ou les crochets [] indiquent que z est clirnindo au moycii 
de Tequation u 0. 



Ell integrant par rapport a z, nous obtiendrons 



r -I 7 

W75'' 


arc Ig 


u 

MTT- 


'<• ^ Ionics los fois epic u iiroiul 
I'^ilour u — 0, z parcourant toutes les valours do 
CO ti +CO. Par consequent, on aura 


A 



( 2 ) 


oj-i memo temps quo u == 0, do niaiiibre quo los liuiitos 
etc I’jnlcgraic doviondront les valeurs oxlremcs do x et 
cidmissibles sous celtc condition. 

Gommo exempio do Tapplication do la formule (1), 
no us prondrons rdvaluation do I’aire d’un cllipsokle. 
Nous aurons ici 



ot, par suite, 



Si nous posons 

~ COS 0, r sin (7 cos f(7 , ? = r sin (9 sin®, 

nous obtiendrons 


dxdi/dz == u^b’‘c’‘r’‘smd(lO(lrd<o, 

cle Jnaniore quo I’airo do la .surface totalc do I’ellipsoide 
I’bitegrale dtanl dtenduo a tout I’ospaco illiinild. 
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ou 




n^CQS^0-\-b“mf 0 cos^ CO -\- c^^nrO nil 


Gommo tons les clemenis do cotlo inlcgrulo h'qvix 

noiiissent i\ moins que 0 ol par suiio r -* 

a 

on pent su])stiluer cette valeiir dans los cocfliounils cl 
Ji et do h\ ct I’on poiirj*a do plus posor 

= 2(r/r— 1). 

De cotte inaiiiere on obtiencira 


J _ !WC,C 
X X 


rl2 7 r 


Bmgdo\(i(o-. 






formule qui, 
iluira a 


apr^s I’integraLion par rapport a r, 



fio rti 


Si Ton iiiiroduit ici la valour do o. indupitki ci-di'ssii 
et si Ton eftectue I’iiiLiigraLion d’abord psir parlios pa 
rapport ii 0 et puis coinpletoniont par rapport a ^o, o 
parviondra sans diflicultd aux resultals ooimus. Lo ri 
snltat pout s’obtcnir plus facileinont sous uuo aiilro funn 
(le la nianiere suivante. 

On a 


d-i 

+ -^ 4 - 

r D/ 7 . 3 \ T 


d{a‘ydib^)^l{^) 


et par suite 
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A 


A >= — 


d 


(rfi+ras+ry^™"''"^?- 


En iiitogTant cVaborcl par rapport a w, ct appliquant la 
formiilc 




dc 


TT 

~ 'j3 ^ 




on obtiendra 

pTT ^<2 7r 


r 


sin j9r/// 


2 7r ' 


]/«^cos®/y+6^sinV-/ c^siiiV/ 


intdgralo qui pout otre iiuniddiatcmcnl niiso sous forme 
d1nldg‘ralo ellipliquo par la siibstitutioii 


cos/y ==== 


M<}>, 


l/tr-c' 

Oil nous snpposons a'>h>c. L’intcgralo ci-clossiis so 
I’dduirii aiiisi a 

d(p 




yiP (a^ — c^) — (?) sin’* (p ’ 


oil fj = arc cos - . On aura clone 
' a 

= -r.M( ^ I ^ I Mr 

\aOa ^bdb 

cc qui pout, avoc la nolaliori ordinaire des integralos 
elliptiqucs 

s’doriro do la fagon suivaiiie 

A = -27r«Y;V(-4--|-yv7 + -4) 


ir. 


21 




SUJI 

LB MODVEMENT PERMANENT 

D’UN UQUIDE 
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LE MOUVEMENT PEEMANEMT D'UN LIQUIDE. 

TJDSSKHTFT FOH ]MATfIKi\rATIK 38t30. P. 65-74 

'uand Ic iDOUVGnionl iVmi liquido paifait csi clevonu 
lont^ la vitcsse du liquido est on chaciuo point 
ite CD diroction cL on grandeur, oL tonics Ics parti- 
da liquido qui passont par lo memo oiidroil cloi- 
Lvoir lo nioino mouvcnient ol decriro la ineiiio 
II Gsl bien connu quo la iirewsioii oxcrcec 
^'quG parliciilo d'uiie lello courhe pout etrc cloLer- 
ii savoir par I'equalioii 

st la dciisite conslanto du liquido, g la posanteur, 
L supposoc la sonlo force accdleralrice, agissaiit 
u diroction negative do Paxe dos ^ cl h la vilosse. 
:!onstanle G est dliinindo au inoyoii dos valeiir.s 
oiidantos 2^1 dbin point domic do la courhe, 
on pout s’ecriro 

j^~Po = (J) 

is tandisquc la prossioii est do cettc iiianiero 
nee pour tons points do la memo courhe, decrito 
e particulo du liqiiidc, I’oquation (I) n’appreiid 
r la prossion on gdiioral d’liii point du liquido, 
constanLos peuvont varier cPuno maniore par- 
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faitoment inconnuo^ clans le j)a?;rfago cVuiio 
une autre. 

Nous no poiivons, par oxoini)le, rion coih’Iiu'o l 1 
Cette equation, pour la prossion cVuii li{{ui(to ([u’on s 
fait touriier autour d’uu axe fixe, c'l la supposition {[ih 
toLites les con^tautos fussent loh inoines pour tnules lei 
courbes anieiierait a clcs rosuliais faux. 

All eonlraire, I’dqualion a, coin me on sail, ele fUJi 
pioyec avanlageusemenl a la clclGrinination do ia pros 
sioii en tout point d’lin liquido qui, par uno Oliver! urc 
tres petite s‘ecou]e tPun vase, el c’osl poiirqnoi I’oi 
iloit recherclier dans qiiois cas il ost pcrmls do faiiv 
une telle application de I’eqimLion. 

Lgs niouvGineiils pernuinonts iieuvont Olru divist^'s 
en deux especes, a savoir los niouvoineiils on cour!)os 
fcriiiues> ot en courbos infinies. Les proniiers out 
lieu dans Je cas d'lin nujuvonienl penuauent proiircineul 
dit, produit en un espace lini ot limiLo; car (*liuc|iio 
particule du lic[iiide doit ici, pendant lu dnrdo inlinio dii 
inouveniLMit, flnir |)ar ropassor on nn point ou olio ost 
deja passee anieneuromenl el, par suite, ddcriro uii(» 
courbe fornice. 11 est evident qu’on no pout pas, dans 
CO cas, employer recpiation (1) a la dcHcrininaliou do lu 
pression en general. 

Dans le second cas, oil Ics ospaoos purc^ourus do- 

Mcnnenl infinis, CO qui suppose lo liquiclc illiniitc, lo inoiivcj- 

inont pent, soit s’elendro a toutes los particiilos, oi (]an^> 
ce cas nous ne savons encore rieu do la loi iVni)r(\s 
laqiielle la pression varie d’uno coiirbo a une autre, sort 
eUe liinite ])ar la condition de n’atleindre a tine gr^in- 
deui appreciable qida I’interieur dbine portion I i mi too 
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do Tcspaco, lanclis qu’il sY^vaiiouil aiivoisina^o dos iimilcs 
do ce domaine. 

Dnm Ic dcrnior cas, la pression pent OLre detor- 
mince on gdiioral; car, dans cocas, ctiayno pariicule du 
liqiiide qiii pavticipo au inouvonicnt ii du, dans la suite 
infinic dcs temps, passer en un point dc Pespaco oil Ic 
nionvcnienl dtait innniment petit; aussi pouvoiis-nous, 
dans Peejuation (1), dgaler//^ ii zero, tandis qiPon, ad’aitres 
la loi hydrosLatiquo, 

Po 

oil T6 est la pression cxtoricurG sur le liquido, lo plan 
dos xy passant par ia surface du liquide dans lo memo 
endroit.*^ Nous supposons, dans co qui suit, quo celte ^ Korn i. 
pression osL constanLo. 

On aura done 

p — Ti^ p(jz—\,ph\ ( 2 ) 

equation qui lie coniienl plus (to conslanto .suscopUblo 
do varicr d’lino conrho ii Paulro et par lac[iic!le la pros- 
sioii osL, on consequence, doLorminec pour ions lc\s jioinLs 
du liquide. ]| va sans dire quo lu surface libro et 
toiUes [es surfaces de niveau sont ddieruiiiioos par cetie 
eqiialioii, e’est-u-dire par la viiessc A. 

On ])out dvidonnnent faire uno application apjiroxi- 
Illative do ce resiiltat dans dos cas tres iiojiibroux, savoir 
dans tons les cas oil le iiioiivenienl ePuu liquido ii’esl 
constant que poiidaiiL un certain temps ct oil, en outre, 
les coiirbes dccritos ]iar les particulos pouvont (Hro con- 
sidiH'dcs cornnio ayant pns naissanco a dos endroils oil 
le inouvoinents esi tres faihlo, ce qui, par cxoinplc, a 
lion pour un liquide qui sWoulo tPun grand vase par 
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uu petit orifice place au Ibiul. II faiit pourLi 
le mouvement du liquide soil negli^ealilo ii uno 
suffisamment grande do cot oriiico, oL quo ])ar cow 
le mouveinont du iiqiiidc no soil jius un inouvoi 
roiation. 

De plus Igs coiidiUons pouvonl dlro rduii^ 
d’aidres cas, comme ])ar lo.s inouvomonls do? 
parfaitenieiit liqiiidcs dans dos cananx, dans d 
tallies, etc. Alais il va saws dire quo, si fou v 
pliquer la Iheoric aux li([uidos reels, on doit, ^ 
iiatiuT du problomc, tenir plus on uioins do eon 
froltemeut. 

A pi'Gsent nous jiouvons avcii surole fuire 
cu avanl, en rotenaiil los couditious de valic 
I’dquation troiivec* 

Si Ton pose pour abregor 

— — !/. 

l’t'c[ualioti (2) se rccUiii'fi u 


oil H, V, w sont los composanlos do la vilonso .>■ 
les ti’ois axes. Les tkjualions geiioralos do I’liydri 
iiiiiiue, clans lo cas cles liqiiides on inouveiiK'id \ 
nent, peuvent, avec les notations inlrodnRo.s iei, s 


% 8u 

"to 


I . 


Ou 
to ’ 


h 

% 

dq 

to 


8v , dv 


OX 




dv 

to 


to 





:{7:i 


Si, (li‘ ini'tJin, on (|{‘diiil (!(' (II) ks dorivr'i'S (In 7 , on 
c>])rN'n(ini par (‘oinpuraison 


r 








Oif 

0^ 


oU'm ]au* oil Ton i>ai‘vi('iil a ri's di'iix (M|ua(i<)ifcs 


lh> Ow I'in Pu fn fUi 

II: lUj ihi* /te //// l\v. 

u n w 


On a (!(' plus Iksiiiaiinn iU^ coiiliiiKild 


l^u Do Dw 

D.r ' Of/ /b 


('^0 


(<■>) 


On piMil i’(‘iMan|iinr It' <*i»s parliViiliis* ofi l(‘s mniu'- 
raUuirs ilt's nijiialioii.s ( 5 ) poiivisil s’nvauooir ('I on, par 
siiih', n, {\ io (l<'vii'Jiii<Mil- l(‘s (l(M'iv(S‘s di' la nioiiic* [bul- 
lion par rappnri a ,r, //, ras (jiii a t'lb (MJrisidr*r<* a 
|iliistt‘iii‘s n'prisns, II ('sl ])oi) do i'(Hiian|M<U' quo nk'sl 
pi*(M'is<an(*ii[ li‘ cas d’nii li(|iiid(' ipti s’ncoalo (rim vasi' 

|»ar lino ouvorliin' ninailain', tsmis cninlilions (‘iion- 
riTS oi-di'ssiis; (*|ir on lronv(‘ racJli‘iii(‘iil daus (!(‘ cas 

||||> d’' , ('L par consisiiKMil lis aulri‘s iiinin'ra- * noti 

Louis dis (>qiialioiis (5) doivi'iil aiissi s’dviuioiiii', 

Pour aa‘llro on I'vidiSKa* lo smis dos (Sjua- 

lions, nous iiilrodidi'oiis uii nnnvijaii sy^h'mu^ di* (’onr- 
do]jn(‘(»s, ooinpoHi* d(‘ li’ois syslonios do trajVoloiri's orllin- 
n'oiiali's, ([111 i»ar (ionsoipnail so ooiipi'id parLoiit nous 
(l('s aii^’l(‘s di’oils, 

SoionI pour a.\(‘s ooordonnds ks li^n(*s iriiiU'rai't*- 
Lion d(^ Irois surCaro.s fixi‘s, savoir OAy OHy i)(\ 0 (‘lani 
I'ori^diK'; la posilion d’lin poiiil (vsl (k‘L(n-n)iu('o j)nr los 



U’ois segments r/, i, c detaeijos snr los Irois axos 
surfaces Irajectoircs qui passeni uu point oca 

Soioiit r/, /?, / 
dos coiir])o.s cl’ in 
lion doR trois si 
lraj(^eloiro'rf, eotn|' 
poinl aux riiirlaei' 
coordoiindos. 
j)i‘oloiigein(‘iil^, 1 ( 
111 on Is r/r/, dpy dy 
on 1 10 cnx d(\s 
droits, ct soJoiiL 
los eosinu^ <l(‘^ \ 
(ju^ils font iWiHi 
des u: d’lm systenie plan ot roctangulairo do c^ooi’doi 
angles (jidils font avoe Taxo d 
«3 coux I'olatifs a Taxo dos ffcsl eo (|i 
pre^enfG le tableau ci-de:^sons 


if 

1/ 


oil, commo on sait, la so anno des crUTos des trois t 
tites cjui se trouvent dans uno raiigoo hori?coidal 
verticalc est runitd, tandis quo la soniuie dos pro 
do deux quantites voisincs dans clonx ran^dos p 
lelos s’evanouit. 

On aura done, si «, 6 , c soiit choisis eoniino varii 
uidependantes et si ^ designe mm fouciion cjiieleoi 
de (/, i, Cy 


da (li3 tly 


u 


Ij 

nil 

mu 

mi 

— 

- — 

' 

»] 

«a : 

n,\ 







Si roil po^o cnsuiLo 


da cb dc 

Oa^ 

on aura 


da do , dh . dc 

dx dx ’ dx ^ ’ Ox 


Par consequonl, on aura 


d^ 

dx 


d^ Sip dip 

^ 8b ^ <9c’ 


Ow 00? , I 

-§y === £i "'i ij- + Sa '»s '“a 

dz ‘ ' da ^ = = /’i- » ® ^c * ; 


(7) 


Oil los clciix (lornien's uquations hoiiL Ibnneos par syino- 
trio. Si I’on niuUiplio cos equal ions reHpeclivcinonl: ]iar 
cl (jiron les acltliiionne^ on oblicudra la premiere 
des equations siiivanles: 


d<p 

^^da 

dp 

^'dh 

dp 

^dc 


M 


_ ,,4+„4e4.„«e, I 

^dx 0y dz 
^8x ' 'dy^ 


dz 

j 0(p d(j> 8(f> 


(«) 


los deux derniorcs s’obiieniiont (Piino iiianiero niuilogue. 

Du reste, on pent encore deduiro iinniududciiient 
eos Lrois ckjuations, 

II faiU encore so servir du devcloppomcni .snivant, 
Coimno los Lrois systenies so conpent suivanl lours li^'iios 
clc courbure, ainsi qnc I’a demontre Lame, los deux 
droitos (pii, par cxemple, soul ineuees nomuilcnionL a 
la surface r/p aux deux oxtrcnnlcs dc 1’ clem on L da sg 


]NOTJ 



couporont en un point. Si J csl I’anglo iiiliiiiiuoiil poli 

foraio par ces clon.K ligiu's, ~ .som In coiii'luii'o (k) I’liir f 

* xo'w; J. dnns ia Hiiifacc' ' 'I'iiii’ 

liiscpiu i’liiK' ilo.s (Irii'' 

tlroilo*^ fait iin unplo di'dil 

avcc‘</i7, 1’aiiliv fonU'iiiii'li 

^‘4-"' avc'c It' [n'fildJipd* 

incut do oot dlcitioiil cl, 

aver lo.s axes j't'C.ftiiiKii-- 

laims, do.s angles dotil 

los cosinus .soul kt/, 
^ ' m 

Par consequent on aura 

par suite, coiiime ^ cst inliiiimonl petit ot 
/) \ 



COS 


f) 

da 


on biea 




0 

( 77 , 


(!'J 


Mais octle courbure pent eiicoro Olrc dtUoriidncr 

luiD aiifie niatiicre; ear on trouvo farilcincnt jkij' la 
ii^Lire ^ 


da — da* 



w 


Si Ton introdiiil ici les valoui’S 


on Irouvcra 







ot, par conscquenl, la oourliuro ost doiertninee par 


i. _ £A 

da ~ e,db' 


( 10 ) 


Lojj deux dqimtioiis (9) cl (10) clounent done 


, dl , ( 9 j » On 


8a 


da 


eldb ■ 


(il) 


Clo^ considerations linies, nous rovieiidrons a nos 
dquations liydrodynatniques (4), ct, siii)posaaL quo Ics 
coiu’bes a soiciiL los clteinins parcourus par Ics particulcs 
dll liquiile^ nous [losorons ^ 


n = W,, V = w — 

On doil ici reinurqiior (pio les courbos a no cldter- 
ininonl pas soiileinont les surfaces qui partouL font 
dos angles droits avee ccs coiir])os, niais encore les 
deux ail Ires sysLemos do surfaces, car cos diiiix syslonies 
doivoiiL passer par los lignes do conr])urc cles surfaces 
D’apres (7) ou a eii general 



^ ^ oz * 


dip 

'da' 


do inaniere c[uc les dquations (4) so Lransfornieiil on 


8g 

h 


i>7 7 


0{K) 


8a 


dji 

% 


lie. 


d{hm^ 

da 


H 

8z 


* da 
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d’oii Ton deiluira au moycn dos equaUnns (8) o 
relations connucs entre les qiiaiiUlds /, /«, n 



Si Ton comjwe la seconcle equation (12) avoc 
pression (9) de la coiu'biiro dc la courhc a dans la 
face oy, on reconnait quo le second meinbro dc ( 12) c 
carrd de la vitesso, multiplie par colto conrburo, id 
consequent egal a la force centrifuge dans la dire( 
opposee a d/J, resultat qui, du rosLc, ponvait elro }>i 
Une reniarcjue analogue pent 6tre faite sur la troisi 
ccpmtion ci-dessiis. Cos deux et[ualioiis peuvenL de 
au inoyen do (II) 6tro transforinces on 

^2 _ dji __ hys, 

Ob yb ' do e, do ' 

L’cquation de eontinuitc ((>) peul Olro Irinisfor 
d’lme maniere analogue; niais on obtienL plus viti 
inome resultat, si I’on roinai'quc quo, d’apres la cr 
nuite, kd/3(ly doit elre invariable pour tons les po 
d une courbe decrile par uii courant ct par eonsdqi 
fonction de 6 et c souls. Ain.si Ton pent poser 

b = /'{b,c)£^s^. ( 

Si maintenant nous considerons I’especo parlicul 
de inouveinent pour laquellc est valable I’equation 
2 == nous Irouverons, en inlrodui.sant cotie val 
de ,j dans les equations ci-dessus, que la premidro eq 


m 


tion (lovieiit idciUiqao c*l qii’inverseniieiit ollc cutranio, 
par iiilogratioii, rdquatioii (J), tandis quo lus equations 
(!;]) clounoront 

'll dl> ~ sdb ’ a dc ~~ £, f <; ’ ^ 

d’oli Ton ddduit par iiitof^TaLiou 


F eiaiii nno Ibiiriion arbitraire. 

Co rdsiilLal qni, coinl)in6 avoe (14), faurnit los lois 
dll inoiivoinent ot ([iii lo dclerinino eoiiipleleinenl, los 
conditions necos&aires olanL clotineas, pout elrc rendu 


plus iiiielligildo par los considerations suivantes, 

Lo niouvcnioni d’ano parliciile d'eau pout elre con- 

siddre coujiiio unc rotation aiitoiii d’lin axo parallolo h 

(ly, passant par lo oontro do conrburo clu conranL silnd 

sur lo proloii^^oineiU do ot, do mCMno, coininc uiio 

rotation aiitoiir d’uii axo paralldlo a d/? el passant par 

railin' coiilro do (joniLure, siLiid siir lo prolongcinoni do 

dy. La viloss(' angulairo do la proiniero rotation csL si 

Ton so sort do la notation 5 ciuployde d-dcssus, on 
d uf 

si (la osl 1() clicmiii piircoura par uiie partieulc 

d’eaii ilaiirf lo Loiiips dt. Si Ton s’iinagine qu’iine pnr- 

liciile il’oiiu do la eourbo o osl lido par unc ligiio <Z/9, 

aorinaio a la coarbo, avoc la parliculo la plus iwoehc do 


la surfaco «/?, ocllo ligno sc ddplacora dans rdldiuonL 

do loiiin.s di el forniora I’anglo — avec sa position 

op 

priiiiitivo, la diroclion posilivo dlanl coniptdo do la inbnjc 


iiianiore (pio ci-dessiis, pour la ddtornnnalEon do la 


courbia'c. La vilosso angulairo do la rotalioii do cello 



ligne est clone 


dh 

db 


:{ 8 () 


db 

Mais, rl’apr6s rcciiiation (IT)), (!oiiil)inc '0 avt'c, 
on a 

B,dh ~ da' 

(Vou rossort cc vdsultiiL romfiLTjnal)lo» ({m cello v 
anguKaire ost precisomonl cgalo cL opjxjrido u cello 
particule aiitour du cenlro de courl)iin' silnd sur l(i 
longemoiit do dft, Uno proposition ainiloguo osL vt 
pour la rotation autoiir do Paulro cu'Jilro d(' cou 
do la coLirbe du courant, ot cos doiix resnllats, (jui 
vent reinplacer les equations ( 15 ), coiilionnenl i 
conjointeinent avoc rdquatio]! do oouUiiuiLd, loult' 
lois du moLivement du liqiiido. Uii corps floLlanl 
mont dans le couranl doit donC) cni general, e|}rouvoi 
rotation inverse do cello dii courant, (‘o (|iii ost pn 
nient Ic contraire de ec qui arrive a un ]i([uide, 
qidil eprouve une rotation uniforine auLonr d’un axo 
Les expressions (14) ot 1(>) do lii vilesso pcM 
etre ejjiploydes a la ddtonninatioii graplii(juo ap|}ro}i 
Live, abstraction fade du froLleinonl, d^uii (‘oiiranL 
im canal. Si Ton supposo quo lo fond ost plan, il 
etro pris pour le plan coordonnd fixe yl/?, id cn 
les coiirbes dos courants no dilldrciiL (juo pen cln 
horr/oiital on pent, comine prcinidrci appvoxiiiuitioii, 
poser d-jr constant et dgal a do j)oni‘ lous ])oinLs c 
surface AB, On a done ici == 1 et lo niuuvoi 
seia d’aprds (14) et (15) deterruind par 

k ^ F{a)e, ^ 


3SI 


Pour h 0, on a et pour « 0, ^ 1, 

do tiianioro qu’on pent encore ecrire co^; equations sous 
la forme 


h = \i>-\ 


i>=o da 


da 





Qu’on imagine dos scgmciiLs ngaux a da et db i)orles 
snr los axes fixes, et invcrseinoiiL proportionitels aux vi- 
tesses^ do iiianiere qu’on aiL 


Ihf^'da ^ 
alors on aura da ^ 

Los trajecioiros orlhogonales , dont rune roprdsento 
Jes directions dcs couranis, fornicronl done partoiiL 
dcs ciirres, si lours traces sur Ics axes fixes sont mar- 
quees a intervallob infininienl peiits, inversemenl proiior- 
tionnels aux vitessos aiix poijits considerds, oL los colds 
de CCS caiTtJS soront aussi iuversoinent proporlionnels 
aux vi tosses. 

Par consequent, si les conditions liiniics ndnessaircs 
sent donndes, on poiirra clelerminor grapiiiquoinciiL la 
dirocLioii cl la vilesse du courant; niais il va sans dire 
qu’on doit ici reniplacer los carrds inlinianent potils par 
dcs carrds pcLils, niais ilnis, et construirc Ics Irajcctoires 
ortliogonalos do nianierc a sutisfairo aux condi Lions doandcs. 
II faiiL pourlant roinartiuor (lue cotte mdthodc de con-- 
sLrndion peiiL faciloinonl onlminor mic accinn illation 
d’erreurs et par suite, conduiro a dcs rdsullats ineerLains. 
Q’osL poiirqiioi I’on no dovru reniiiloyer qn’avcc precau- 
tion. 


ir. 


25 
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NOTES. 

NOTE 1. On suppose qu’une partio ilo lu f 
est on repos et par consequent plane, el qu’on fait 
le plan cles xij par cette partie rte la surface. 

NOTE 2. La vitesse sera en chaquo point 
siiivant une clroite rencontrant la verticalo qui pa‘ 
le centre tic I’orifice et no depentlra quo ties dif 
du point consicldre ii cette vcrticalo ot a la surfuct 

NOTE 3. On ne clesijfiio pas ici par lu t 

partielle par rapport a«, ;Sot -f dtant constants, niaif 

rivdo suivant la direction do ot out dc.s 

o(3 By 

fications analogues. 

NOTE 4. Lorenz parle ici cl dans co (jui ,‘- 
la courbure d’une courbe dans une surface sur b 
elle est traedo, II resulte de son toxto qu’il a e 
la courbure do la projection de la courbe sur li 
tangent a la surface an point considdrd. 

Do memo, quand il parlo des divers centres dc 
bare d’une courbe, il eiitcnd les centres do coi 
des projections dc la courbe sur les differonts plu 
passeiit par la tangonte au point considore. 

NOTE 5. Lorenz dit qu’il prond pour com 
les chemins parcourus par les particitlos du li 


C’ost on general impossiblo; car on ne pout pas, cn 
g'dnoral, conslniiro iino surlaco qiii passe par un point 
floiino ernne des conrbes ot qui coiipo cos courbes par- 
Loul a angle droit: meiiic dans le cas oil Ton pout coii- 
struirc nno fainillo do surfaces jouissant do cos propridies, 
olios ne peuvont, on genera), apparienir a un systeinc 
do surfaces ortliogonales, a iiioiiis quo leur ])araineLrG no 
satisfasse u uiio corLaine (equation aiix ddrivdos particlloa. 

Si los surfaces do niveau q coiisL soiit porpen- 
diculairos aux courbes du courant, on doil avoir 

dij On 6q 

Ox Oy _ fe 

u V w ^ 

CO qui ontrauie 



(kiualinn qui ost incompatible avee I’dqualion (5), a inoins 
quo los nuindratours do (5) no s’dvanouissonl, 
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SUli LA ]<IO«OLUTrON 


MS EQUATIONS ALGEBRIQUES 

ATT MOYEN BE SBRTBS 
BT B’mTBGEALES DEFIFIES. 




SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS ALOEBRIQUES 
AU MOTEN DE SERIES ET D’lNTEORALES DEFINES. 


’rTDSSKllIlfT FOR MATHEMATIK 1* 71-80. 

Soit pi'oposee Tequation 

X = a-^!/f(x), ( 1 ) 

a rdsoudre par rapport a x\ on pourra, conniic on sait^ 
se sorvir do la scric de Lagrange 


rw “/(«)+?>(«) A«)f + --I- 




qiii Gxprime non seulGiucnt inais iino fonclion qucL 
conquo f{x) an inoyou de a cl do ;//. Dans rapplioation 
do cello serie, on roiicojiirora ponrtanl ime dif/iculte 
double, I"" parco quo la sdrio dovienl souvoul divcrgcnle; 

parco fpdellc no doiino qidiinc sonic racinc do Tequa- 
lioii. (Vest poiirquoi il no sera pas sans iiilerol cVexa- 
minor la question pins on detail, II me soluble impor- 
tant avant tout d’ol^tcnir dos series convergeiites pour 
louies les racines dos ^nitations al(j&byiqites ^ dont la rd- 
solution idest en general c[ii’aiiproxiiiialive. 

Pour appliquor la seric do Lagrange a la resolution 
de rdqnation 

x^ — x-\-a = 0 , ( 3 ) 


soul typo d’eqnation algebriquo dont nous nous occupe- 
rous ici, nous dovons dans T equation [%) poser 



:] 8 S 


ct oil uno puissance do .t', sora <[on(‘ il(‘lnriMiiii*<^- 
la scric 

(CP = rp'-j- I - . . . 

L (y^+ »g-^) - I 

r" «! 


Si I’on sc soli dos sigiics do soimnitLion <>J < 

fonctions T, coUo scric peuL (Hi'o ('crilo sons iu Ibriix’ 







7’QH"-«(2-i)-t- 1) /'(«-! 


1 ) 


-IJ, 


n (levant pai'conrii' tonics Ics A'lilciirs posilivi's ii( (' 
tieres do 0 jusqii’ii od. On jiont on oiili'O oliloiiii' <i 
expression analogue jiour loga-' an inoy('ii do 
tion ci-clessus, par cxoinplo (>n finsiiii! ('.onvci'g('r /> v< 
0. Si p est nogatif, la Ibrniulc os( oiioori' vala!)l«\ iniiiv 
([HO la fonclion V soil cielhiic do nianiorc I'l vt’rill 
cncoro la foriiiulo 

(//’((/) -/’{(/ 1 I) 


poxir a iidgalif’; car aloi's los valenrs do la (bnclioti in»! 
a<0 sent (IctorniiiKios par ses valours jiour « O. 

La sdrio tronvcic tic colic inaiiidro dovioiiL [KiKrtm 
divergonte aussitbl quo la valour nniiidri(|no (k‘ « dt'qjaiS' 
imc cortaine liniilo, el I’on Ironvo oonnnc a I’niaVuuiir 
({lie la condition do coiivorgenco (>.sl , alisli'aclioii Call 
du signe, 

rt»--'<((/--l)'i- ‘i/yi. (f 

I 

Do plus la sdric u’exprimo quo Iu rad’no i[Lii 
nouit oil memo temps quo taiults ((iio I’urpiuLicm 
encoro ty— 1 raciiies differentos qui lU' s’evanuiiisiStHil pn 
avec a. 



Pour troiiver uii clevcloppomcnL eouvoryont c[ui ro- 
pi’Gsenb toiito.s les racinos do Tequalion , nous pailiron.s 
tie rocjiiation plus gdiioralo 

<p{^) ^ ’ 

d’oii nous duduirons pour loiito foncLion do x deux 
sorios^ procedanL Puno suivauL les puissances croi^santos 
do PaiUro suivaiil cellos do Cos series peiivojil 
etre oblonues an nioyeii de la sorio clc Lagraiiye, gene- 
ralisce par Laplace; aussi penL-oji dire quo nos rcsul- 
tats sent conlcnus dans noLlo forniule^ bien qu’oii ipait 
pas oncorc» que jo sacho, fail cette roniarqtie. 

Ccpcndanl, comnic la fonno synielnqiic do Puqiia- 
tion ci-dessiis rend les calculs considdrablomonl plus 
facilos» jc prefere donner uno dciuonstratfoii diroclo des 
sei-ics cherchees. 

En difforontianl Perjiialion donnoe par rai)pcni a i/ 
el on Irouvo 

0 1 % 

-fix) 

fi^ [f(xy 

ct par eonsdquGiit 

(«) 

Si nous avoiis do plus doux fonclions /’(.^■) ol Fix) 
ddvoloijpables on sorio snivanl los puissancos croissnnLos 
clc 3, savoir 

fix) = 

Ti'Oe) = 
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on obtiendni en difforoiilianl i‘ost)OcUv(niicul i>;u' 
port a z ei y 


dx 




PY-b’)""' — _L _j_ 

^ ^^hy ~ dy ' dy i ^ 


Si la fonction F osl ddtoriniiido do itiaiii(*i-(' a 
dro ces doux sdrios idontiquos, on aura 


et 


A 


_ dB, 
-~dy' 


dB 
dy ’ 



F'{x) 


dx 

Oy' 


d’oii Ton tire, par coinparaison avec reiiiiatiou (S), 


riA^<p(x) = F'(.v)</>(.'d). 

Los coefficients yl„ ct B^ pcnvonl tUrc' oxiiviiiii'' 

oil yJ designe la valeur de x pour ;; = (). ft csl 
d’aprds (7) line racine do rckpuition 


(pift) = y. 

iS^ous avons done 



=- m 


dft f{ft)df{ft) 

dy ■ dy 


1 


et nous poiivons detoniiincr ear (to eaoni(‘ioiiL 
pend de la menic maniore de F <pi(' de f; 
pourquoi nous aiirons 


B = ^ (mvdfift) 

' m dy \;p(ft)) dy • 
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Ensuilo la valeur dc se deduira de colie do 
car cst la doriveo de par rapporl a jr. En con- 
iiiiuaiit do cotto iimniere, on troiivora facilenioiil Ics 
tonnes siicoessifs de la sorio f{.v) ot Pon obticndra 


^ ft a\j, 




Wo?)/ fiy 


.an 


Goinine on poni, dans rdquaLioii proposde, pcnnutor 
on nionio loinps 1 / ei ^ ot on deduira de la dor- 
iiiero equation, si y cst uno racine dc Tcquation 


9ir) «'i 

on offoctuant la porinutation indiqiide, 


(10') 


f(a;) ==Ar) + 


^(r)'( /■(?')! I 
^(V) (h i ■" 




miYcim 

\<p(x)l dz 


n! 


(in 


Si nous cousiderons rdqimtion alg-ebriquo (3), uoius 
rcconnaiLrons qu’olle pout, dc trois nianioros difforentes, 
ctrc rapportdo au typo (7), car on pout isoler cliaciiu 
do ses Irois lonn(\s a {'•aiicho du sig’iio d’dgalitd, puis 
divisor ro([nalion par ce nioinbrc. 

On roconuail pourtant qnc c*ost souloinonl on clon- 
nanl a rd(jiialion la forme 


qno nous obliendrons loiitos los solutions, a roxcopiioit 
cVuiie seulo, donndo par Inequation (5). 

Nous dovons done poser 

(p{x) =- (f^x) ^ -- i, 2- =-= — rt, 

ct d’apres (10) oL (10^) 

\ I 

y5 == ij^—^ et Y ^ . 



:W2 


.1^ = 


Lescleux scries clea’J'deviondron I clone tVapros (1 1) 


h. .0. i- “J .1. 4- -i ,r '‘k^ 


dy 


1 






oil I’on doit poser y ~ 1 aprcs avoir I’xuetih' li 
rentialioii, cl 




4, i<;W) 


1 


dz 1 




d”- 

dz”' 


“ dUi) 


dz 


1 

h\ 


oil i’oii pose 2 = —a. 

Si Ton conserve la notation ft poui’ la raciiio {([■ 
cle riinitc ot si Ton pose pour abrdgcr 


'HJ—l 

!Z-i 




<] 


la promioro sorie clonncra 


iS* 


u f 



(A.- !)(/• ,, -2). 
i • 2“ 


landis (luc I’aiitre donnora 


(r„ - H I ) / a 




(-«)'»+ 


•“TV 1 ' 2 


. . (x,,- n - 1 - i) 


( 


Pour obtenir les conditions de convcrgGiico < 
deux series, le inieux est do comparer lo l<'rini 
le do la iiremiore ct lo (« -]- 

seconde: de cetto nianierc, on Irouvera, coninio i 
dinairo, cjuc la serie (13) est convorgcnlo sous los ii 
conditions que (5), c’est-ii-diro si I’on a, ulistraelioi 
dll signe, 

j_ 





lanclis quo la serie {J4) cst precisoniont eoiivorgonte qnancl 
cesfee la convorgonco dos aiitros series, savoir qiiaud 

_Q_ 

Las scries (5) et ( U5) so supplcenl , car la dernioro 
doiine los {<'/—!) valours dc irr qui nc soni pas conteiuios 
dans (5), si ron fail prendre a y9 los diverses valcurs do 
la rachie ((/— etc riinila Au coiilrairo, aussitol 
quo a depasso la Ihnito indiquee cLdessus, on iie pent 
so servir quo do la sdrio (14) o( olio doinio encore la 
solution complete, car (— u) est eleve a dcs puissances 
doiit Ics cxposanLs sonl clcs noinbres fraclionnaires do 
deiionunaleiir qi on aura done q solutions differonles 

uYcc los 2 valours (jue proud 

Si a ost un nombre reel, on reconnait, si I’oii pout 
so servir dos proniieros series, a no ddi)as.sanl j)as la 
liniile indiqudo cLdcssiis, ([uo Tequalion aura deux ou 
Irois raeinos rdollos soIon quo son dogrd osl pair ou 
impair, /9 ayanl toujours uue ou deux valours rdolles et 
la serio (5) donuant toujours unc valour reello. Si , an 
contraire, a ost positif ol ddi)asHc la limito, on idaura 
irapres (14) aiicuno ra('ine reello, si lo dogre do I’cMfua- 
lion ost i)air; on cn aura uno si co dogrd osL impair, 
Celle disparition do deux raeinos roollos fail soiip<,’oniior 
quo riM[uation u dos raeinos egalos pour la valour limito 

a = ((/- !)(/-», 

CO ({11 i ])out servir a la resolution do rdquation dans ec 
cas liniile, Or on doil avoir, dans le cas dos raeinos 
egalos, 

_L 

— 1 = a ol {)ar suite x 



vaieur qui est ])recL'5cment mcine do PcMfuaLton 

qiiand a prend la valour en question. 

li iVost pas sans iulerei de roinarquor (| 

dans la serio (13) roiinir dans nno .soiniuo Lons 

qui conticniient conimo facienr noimnun ki in 
1 

sance do y? — , car co facienr so rojicilo po 

ferine^ ot chaquo soiiuno prise s( 
pent otre considerde conniio la mcine (</-- J 
noiiibro reel, Dans la serie (14), lo.s loriiios q 
poiident a line valour ontidro do Su s’evanoiiirf 
ello ost ordonnee d’lme manicre analogue, e 
contieiidra ( 2 — 1 ) somnies dont chacuno, pHs 
ment, pout etro oonsiddrdo coininc la racino i 
noinbro reel. 

Si Ton voiit exprimer la sdrie (14) an in 
foiiciions r, oil pout le fuiro de la nianioro 
Le tonne general du ddvoloppoincnt eontioiiL Ic 

(s«“-i)(5„— iJ) . , . {s„— m ) , , . (sn-- H 1 ) 

dont le premier fticteur ost Loujoiir posilif, Ic 
negatif pour des valours suftlsanunoiiL grande 
do nianiero qu’on pent toujoius Lrouvor an 
entier m pour leqiiel m cst coinpris onLre 
Les factenrs suivants, qui par cou.scm[u 

nogatifs, peiivent, si Ton change lours signes, din 
les preciklents expriinds par les fonctions I\ et 
duit pent s’dcriro sous la forme 




f{s„ — m) r{l — m) 




be denominateur pent etro trails form d an 
de la formuie 



m 


r{n)l\l~H) 
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sin nrc ’ 


et, conime on Ic voit facileinont, la sorio (J4) proiiJra 
la fonne 

(in) 

Dans cetto forinulc m ii’cntro pa?i et ollc cst vatable 
pour louios Ics valciii’s quo ijroncl dc 0 jiisqu’a go, 
si Ton a c%arrl a la rcniarquo laiLe ci-dcssiis rclalivoment 
a la cldfinitioii do la foiicLion /’pour iiii nrgmncnl iidgatif, 
Si Ton pose 


m cL fj. dlanl dos nonibrcs eiitiors, on aiim Sn ^ 
oL I’ou ohliondra la soninio de Lons los lerincs on fai- 
sanL prendre a /i loiiLos los valcms dc 0 a q—l ot ii 
m louLos les valcurs de 0 a co. Si Ton diftcremlio par 
rapport a rq la sdric j)rGndra la forme 




/i^n 


(.,-n 


(I(>) 


La premiere soiiimc ne coniient quo {q — ^) Lorinos; 
car, d’apres la reinarquo faito e-i-dossiis , le lorino pour 
leqiu'l S;j, csl nil iiombre enticr s^dvanouil. On a ici 
cliorchd line expression de la ddrivdo tie par rapport 
u ((j parco c[ne coLto sdrie peal, coiiunc nous lo vcrroiis, 
s’cxprimor plus facileinont par dcs intdgralcs cldfinios. 
Da rosLo, on voit facileinont qu’oii n’a pas besoin crin- 
tdgrer pour oblonir car, en dilTdroniiani rdqualion 
[iroposde, on trouve 



O'JU 


equation qui^ combinoc avee la ])ropos6o, domic 

dx X 

d(( — j;(5— ij’ 

dx 

crou Poll ])eut tirer x au moyen do . 


Les series trouvees ici peuveut Loiitos ctre facile- 
inent sonimecs au moyen dMntegrales dcrmics. 

Pour soimner la seric Itfj dans la fonnulo (10), on 
pent, par exemple, sc sorvir dc Pintegrale eiiiorionno 



l\a)m 


par ou Poll olitient iinmcdiatomonl 


• ft 


ou, cn efl^octuant la soinmation, 


1^0 


Si Pon pose ici 


z—a 


on oblicndra 


B,. - 


oil z croil numci'iqueinenl dc lellc sovte quo la liinite 
siiiierieure de rinlegrale est + co si » t?st positif ot — co 
si a est negatif. Par cette transfornialion on obtiendra 



;3<)7 


Pale cVuue fraction dont la deaoin position exige la 
>11 de I’oquation 

— z-\-a ^ U, 

t I’(k(uation proposde, Aiilant quo Jo saoho, 

Terent^^"^ solutions ((U^on a trouvdos jns(ju’ic*i dos 
3us algcbricfiies au Jiioyon crinldgralcs diHinios ptMi- 
trc rapportdos a co typo, Mais imo toJIe Holnlioii 
t pas? otro considereo coinmc nnn solution onbctivo, 
iio pourrail pas, par excinplo, Lrouvor iino sola- 
mic dquation dti troisiemo clogrtS et ccs iiitdgralos 
5 rie soul crancLine iitilito taut qu^oii n’ou pout 
duiJ’o nil cldvcloppeinont on sorio. 

1 tyj 3 C nouveau de solutions pout dtro o])lenM i)ar 
nuifion do la sdrie ( 5 ) an inoyoii crime inlrgralo 
J ’'ciiiploiorai a ceL offel lo tliuoromo suivaul do 
et Legendre; 




i—m 
2 ■ 


3volopporai rapplicalion relative luix b(((iaLions du 
o ot du qiialrieino dogre. 

Lir q ^ 15, p ^ 1, la fnimulo (5) doiinora 


nr? 


=2 


/'( 2«4 


ly 




peso, d^apros lo tljdoronio cild, 

•-HI) ^ ro> + 


OR a.voif ililTdroiiLid ])ai' j'apjjoi'L a u, on aura 


( 

*T 7 

CC 






2 ti 
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el la soiiiiiiatioii pent otre effectaeo conime ci-clc 
moyen cle Tintegrale eulcrienne. 

Do cetle maiiiere on obtient 


dx 1/3 

da 

([ui se Iraii^^tbrniora en 


i 1 ^)_ 7 

da ~ ^fiT\(l+zy—^7ci^^ 


par la substitution 

H 


z 


On poiirra sans difficulte effectuer les integral] 
decouipo^ant la fraction ot en appliquant la fori: 



TZ 

sill ait ’ 


0 < « < 1 , 


par on Ton trouvera les expressions algebriquc 
conniios cles racines cle rdquation. L’integralo c 
la solution com]) 16 te^ bien qiie la serie, clont la ^ 
lion a fuurni I’lntegrale consiclerce^ no correspoin 
une seule racine de recpiation. 

Pour Tequation dii quatrienio dcgrd, la form 
clonnera 


X 


V + ,, 

r(3«-|:2)r(«+l)" 


2^7 ‘hi 


et le llieormiio de Gauss permettra d’ecrirc 


/■(4« + l) = /’(2« + i)r(2H+J)2*"+^(2;T) 
et 

/V2/) + l) = + l)2='’+^{27r)-i 



En niultipliant ces deux equations, on obtieiidra unc 
expi’ossion de qu’on introduira dans 1 'expres- 

sion ci-clossiis de x\ puis, apres avoir differentie Tetjua- 
tion par rapport a a, on aura 

du ■ r(3/i + l) 

Comme ci-dessus, la sonimation pent otre exiicutdc 
au nioyen cVniio intdgrale deflnie ot I’on obtienclra 

' C , 1 ,. 

da Y — 64«“?r{l-«) ’ 

ou I’iiitegration depend de la resolution crime equation 
du troisifeme degre et pout etre oxecutde coinine ci-dessus. 

Tnndis qidon pent, de celte manicre, rcsoudre oflec- 
tiveincni les equations dii troisieme et du quatrlome 
degre au nioyen d’integrales definies, lo procode echoue, 
an coiilraire, pour les equations de degre superieur, a 
raison d 'integrations qiii ne peuvent pas etre executees, 
ainsi qu’on pouvail du reste s’y attendre. 




CONTRIBUTION 


A LA TI-IBORfE DBS NOMBIffiS. 




OONTlilBUTION A LA TIIlOOlUK DKS NOMIUIES. 

TinSSKIIlK'r roll jM ATHMiMATIK, IHVl, IM. 

Hi 1*011 oIk'I’oIh' i\ rosondn* l(' proldoiiM’ (l(‘ Inmvi'r 
lo nooihro s<ihilinns <l(‘ rdqiialidii iiHliHoniiiinM' 

//d' I yV, (I) 

in'i }){ ol ff (l(\^ lunnliros (‘uImm's postlils, iiuIh 

on (|ui siilisloiil \\ IV‘i|iiiilion ^ r <•! yV ohiiil dijs 

oiilh'i's iH^silils, il arrivo (ju'on pi'iiL parlnis Iroiivi*!*, pour 
n‘Haiii('s valoiii*s shia’tilion*s ili* (\ iiiio lot sitiipli' iik'IIuiiI 
(‘VidoiKMj la (le'poiNhiiiri' (|iii ralliiolK^ lo iioiiiltri' (‘ii 
((iK'slioii aiix iMoUairH do ;V. Iri (‘( duns (|in suil, 
prir cos iiiols „lo tioiohn* tics soliiiioos^ imjiis (*ii(ciid(His, 
a iiioiiis cpi’imc anErt‘ si^nilicalioii tit* Itsir sttil ('N:pi'css(*- 
nit'iil doiuict', lt‘ noiiila'tJ lolul d(*s valt'iirs, ptisilivt's 
ii('f(alivt\s <d nulItJSt t(uo ptuivtud prtMuIn! w td h duos 

rcffiialioii (I), 

Si nous {‘oiwidt'roii.s pui‘ (‘Xtunplt*, ri’(|iialioti 
I yy“ N, 

ol si lions posoiis siicct'ssivt'iiituil 
fii I) ^ 

; I, I ) I » . . * ^ 

- I I 1 

n 0, I I, :(:a> 





les differentes valours quo N prcaidra tUuis cos c 
boronl enimierdcs clans lo taljloau snivani 

1, 2, 4, 5„ 8, 9, J<\, 18,, l(‘>, 17, 18, 20,, 

oil les nombros ([ui n’oiit ])as d'iiidioc^ ooiiv 
aux valeiirs clc iV, pour iosqiiollos It' nonibro do 
o.st 4; CO iioiiibro dtant lo double', ti’esUa-din' 
pour les nonibres qui onL riiulico 2. 

Ou pout, a litre erossai, eliorolior u Coriiun' 
seric do la maniero suivaiiLo, On ooiiuiicuico p 
la seric des nouibros onlicrs: 

1,2, 3, 4, 5, 0,7,8, 9, 10, 11, 12, 18, M, lb, 10, 1 

Puis on souslraii 8, qui esl lo {uvniier iioi 
no se troiive pas dans la sdrio ci-dossus, ol Luus 
tiples de 3, par consequouL 

_3, ~G, -9, ~12, ^15, -^18, 

nombres (|ui sont aflocLc's du signo uc'[»’alil' poin* 
qu'ils doivent etro sonslrails, 

Puis nous foriiions los sdrios 

5 , 10, If), 20, 

- 7 , ^[ 4 , 

ct aiusi do suito, de niaiiidro rjiu' chatfiit' scu’io su 
ooinuienco par lo uaiiibrt' im])air siiivanL, olui 
signe, et soil conllnuee par l('s ifuilliplos du 
noinbro. 

En additionnant los nuiubros GoiT(\spt)mlaiilH 
series, on obliondra la seric 

U 2, 4, 5,. S, 9, 10^, ]:i„ k;, J7^, is, ao^, . 

oil 1 iiiclice signitie qiie la noiiibra a(Ji'r<'S]»oiK 
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trouvc deux Ibis dans los ?;erios on <(Uoslitjii. Nous 
rotroiivorons ainsi, an iiioiiis ])nnr los nombros coiisi- 
deres, la premiere serio; el, on cotitinnaiil do la mdiiio 
maniore, on obiiondraii facilomout iino pins grande vrai- 
senddanro do la concordance u])solNe dos denx series. 
Si cel to concordiiuce exisLo reollGimml, cc qu'on no pent 
denionlror en ionie rigiionr ])ar cel to ineLliocIo (Mupirkpio, 
nous pourrons faciloinent Ironver hi Joi du nonibro des 
soluUoiis, i)arcc que les deriiieres series soul fonndi's 
d’apres line loi simi>le, Lo ioriiie general do la i)reniibi’e 
serie i) 0 ul etre designd par )t , celui do la troisienu' par 
5/^, cclui do la (iiiiqiiieme par oICm pni* coiisetjuoiit 
en general ])ar (4a/ I)//, tandis quo le tornio gendral 
des sdriofi a tonnes negaLils rtcvieaU (4m“]-U)y/, on m 
pout prendre Louies les valours enlidres a parlir cle zenj 
jusqu’a rinlliii, cL // do I jusqu’u I’lidini. Ui] noinhr/* 
iV so Lrouvora ))ar consequent antniiL do (bis dans la 
serie finale qn’il y a d’liniles dans le noinbro dcs divi- 
sours do do la (bnuo 4n/-|- I, diininne du nonibro do 
coax qiii out la forme 4/n-f;b S<jit />^Je noinbrc des 
solutions de requalioii yy/^^ A^, ed soiiniL a.v et hy les 

noinbros des divisours de N do la forme 
4a/-|-5; esL dcicrniine par 

/■V == 

On peuL, on fail, par eo procdtle cujnplelcinoiiL eiii- 
piriquo, o])tenir iino soliilioii exacte d(' la pliqyarL ties 
probloincs qui horont resolus duns co qiii suit; inais il 
va sans dire ([iio do lellos solutions no said jias satis- 
faisanles an point de vac inalhemaUfpio, parco ((idelles 
so presentont connno lout A fait fortuilos et maiiquouL 
do la rigueur qu'oii est aceoutunie a demniKlor mix 



rosnliats niathematiques. Clotlc jiidlhode d’essai 
poLirtant pas sans porLec; c’est pourqnui je ne Ta 
negligee, parce qu’cllo pouL, [jar rorionlallon des resi 
qa’on cherchc, indiquer la inarche t(idil laui siiivrc 
les calciils. 

Si i’on clierche u demonLrer louLos les proposi 
qu’on pent trouver par la mdlliode d’oshui indiqucj 
dessus, on pourra, on bien suivre la' indlliodc plus 
tlidlique dont on se seid d’ordinairo dans la Iheoric 
nombres, ou Ijien chcrciicr a obtonir la solution par 
voie puremcnt aiialytiquo; c’csl coLlo deniiero qu 
prefdrerai La niethocle aiuilyLnpio consisLo dm 
transformation de la sdrio 

-f- 00 4-50 

— 00 — 50 

on une scrie d’unc autre forme. Puis, on eouiparant 
termes des deux series qui out lo nunuc oxposaul iV, 
determine Ic notnbre de fois qu’on ronconlro cot o> 
sant et par la le noinbro dcs solutions do i’equa 
m^-\~cn^ = N, 

C’est de cette maniere (pie Jacobi (Journal do Gr< 
tome li2) a resolu lo problomc dans lo cas do o — 
en transformant la sdrio an inoyon do la Llmoi'io 
fonctions elliptiques, Dans sa „TlK3orio dcs nombi' 
(3>Dmc jid,, p. 210), Legendre, eii oLaidissant quo (, 
nonibre positif est une somino d(' ([Liatj*c carrds 


* Daiif) le deinier fascc. tie ce j{)urnal, (pie j'iil retail apr^s a’ 
toiinine la redaction do cc ni6moiro, J ' Potorsen a Iraiti 
m6me probleme par la premi6ro uKUhado. On aura cl 
Toccasion de comparer les deu\ m6Uiocles. 
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nioiiis) appelle rattciilion sur co fail quo co Iheoroino 
pcuL GLrc ddnioutre au iiioyeii des series dc la theario dcr^ 
fonclions cIlipUques, ot il njoule (]Uo la doinonstraLion 
do ridonLilo dcs scries, ci par suite clu Iheorcnio, doii 
pouvoir dire faite an inoycn dc ralcula puromenl aualy- 
ii(jucs, par oii Ton obtiendrait „la dcniunslnition la plus 
simple qiril soil possildc” do donnor clii Ihdoremo on 
(piostion, 

C/csl dans cclLu conviction (jiic j^ai cssayd do fairo 
rossortir me sohitio)} immkliatey analylUjiie ct plm (jenc- 
mlCy do colte sorte do problenios, do inauiero a dviLer 
le doLoiir dilTicilo des foiictioiis cilipliques, qui, do plus, 
no pouvenL dlro oniployeos (pio dans lo cas siiigulior 
uientioniid plus haut Do plus, j’indiquorai nno applica- 
tion dos rdsnltals U*ouvds fi lu sommaiioH de (jucliivcs 
l)roblGnio rpii a old rorigiiio do ccs rochorelios. 

Nous considcrorons on prcniior lieu la sdric 

= /'(.t), ("i) 

GO 

oil n pen! prendre loutos los valours posilives, ndpn lives 
ot iiullos, ol, apros avoir ddloriniud I’dqiialioii foiidfaiiiouLak 
de la sdrie considdreo coniine foncLion do nous Irans- 
fornieroiis lu sdrie au nioyeii do ccUo dqiiation tm mi 
produiL d^in uoinbre iunuiinont grand do facLeurs. fai 
solution do ce jirobldiiio ost, sous iino Ibrnie pou difle- 
renie, une quosUon bicii coniiuc dans la tlidorio des 
fonclions ollipliqucs; niais coinnio je no prdsupposo ici 
aucime connaissance do ccUo Uidorie, j’indiquorai lai 
detail le calcuL 

En supposanL quo q cst pins potlL quo runEtd* la 
sdrie csl convorgonlc pour uno valour quelconquo do x. 



Si Ton roniplace x par r/x^ on obliundra 


Oa CO 

f{f/x) — ^ ^ ^ q(n-hi)^ 


expression dans laqnollo pout oiro romplacd pa!‘ 

Par consdquent, on aura 

/■(sM = 

Inverscment, si Ton chercliaiL a dcHcrinincj* f{x) an 
nioyon dc celto equation, on pourraiL lo faire cn oxpri- 
mailt cette fonction par iiiic serio iiioeedaiit siiivanL los 
puissances iiosilives et negatives do x ot on detcriiiiimnl 
les coefficionls an moyen do I’cSquation IbiulanK'nialo. 
En procddant de cotto inaniere, on so eonvaiiKU’a ([iie 
Lous los ooeHicienU peuvoni eti'c ddtorminds, a un racdour 
constant pres, qui resto aibitraire. dYnilc Ibindion 
qui satisfait a I'cquation (JJ) pout done cHre exjirinud^ 
d’line nianiero generale par 

^iq)F{x) f{x), (*i) 

oil tr ej.t line IbncUon arhitraire, ddpoiidaiil soiilcinonL 
de q. 

Or, la fonction 

= (i + f) ( I + 5.1; -')(1 + ')... 

satisfait a I’equalion fondanienlalo; car, on rompln^aiit 
V par (/x, on oJ)tiondra 

F{q^x) = 

(1 + 3-1 X-') ( 1 ^ ^ 

qiie 


d’ou il s’onsuil 


40') 


iSToiis auroiis, par suite, on nous sorvaiil cl’ime noLation 
fxT:)r6g6e, 




(/’‘os” ^{(/)//{l '), (5) 


CO , 

ou J] clesigno Ic produil cVinio siiilo infmie do lactours 

t 

obteniis en posant succcssivomenl // = 1, * jusqida 

h = CO. A presonl, la foncLion iiiddtcrminoo w{t]) doii 
Stro dcLcrniinoo par eoinparaison tics valours ijLie proii- 
neni los denx inoinbros do roquaLioii (4), quand ou y 
I'oinplaco 0 ? i)ar dos valours donnees. Pour os = — 1 
Gi X — 1/— 1,011 obtiondra los doiix relations 




oil la sccondc sdric ost deduilo do la preniicro par Ic 
cIiai^goinenL do c/ on if. Nous obticiidrons done 

9 {<t) //( I - 7*" -*r -= fin) (/(I + 7' ■^) , 

cl’ou rdsnlLo 




/7(l~(/*''--*)(l — 5*'*-*). 


Dans la clerniere siiilo do factciu's, q aura succcs- 
siveinoiil bus los oxposanls S, G, 10, A-, i% 20, ... 

c’esL-i-dii-e tons los iiombros pairs, ti I’oxcepLioai do 8, 
lO, 24', ...; pour ootto raison rocjiiation pout encore 
s’ecrirc 
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iki) _ // ^ 

Dans celLo equation, on remi)la('G q par (i\ ol PcMinalioii 

£(s!) _ // 

formde de celte Jiianicre, doiiDera, par iiiulLipliralion 
avec la prdceclcnto^ 

^ r, •— i!!. 

>(o rr-v^*- 


lei on pourra de nouveau roinplacer q j>ai’ r/" ot 
ainsi de suite, el, on romarqiinnl (fue 17 <i el ((u’on 
aura (/"=■- 0 ol, d’apr6s (5), y>(0) I, on ol)lioiicli'a 
finaleinent 

?{<!) = (/(i 

par oil la tbnetion (p est ddtorminde. 

Si Ton introduit cetle expression duns I’eiiUiiLion (0), 
el si Ton pose en memo temps x = j, In soul cas doiit 
nous nous sorvirons ici, on aura 




^ ^ //( 1 - jM) (1 4. 


Celle equation acquiorl unc I'orino plus convenalile 
pour noire but si on la inultiplio par lo I'acleur 

1 n~f/"-2)(i— Y") 

. (,1 - ( 1 — [ [Z- ,Y /.-2) (T-P Y) ’ 


par oil I’on obtient finaleinent 
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,7 (i +_!/="-*) 
V (1 + (/")(! 


A presonl il ost facile do foi'niei' lo produit itifini qui 
oxprinio !a soinmo double 


-\-o> 4 - 




+<r +x 

„5Q — M 

II rosLc encore u resoudre lo proldoine do Lrana- 
fornior lo produil inliiii eii une sorie do puissances, inais 
toiitofois difforenLo do la scrio priinilivo, 

J’ai clicvclie a obLeiiir coiie IransfonnuLion au inoyon 
do certains i)rodnits iiiiiiiis do lactcurs fractionnaires, on 
docoinposanl cos fraciions d’apros los rondos ordinairos 
do la ddcoiiiposilion dos fractions rationnelles. Nous 
corisiddrerons cu premier lieu le prodiiit 




3 --a: 1 1 — 


== r{x). 


GolLo fraction donno par sa decomposition une serie 
do la Ibriiic suivanle 




+ -M 


ou Ton detorminera on faisant a; — 3 dans P(ir)(2— -aj), 

1 A- 0* 

puis on faisant x dans ( 1 ^ G'v), 



m 


el ainsi 


Jo suite. On U'ouvcra do eolto iiuiiii('i'(' 


f (' Y~- <f‘ )’ 


Par cons(;c[Uont, on aura 


/*(«•) 

A 


1 I .1 


i— 


O') 


Si I’on pose a! = — 2, on ul)lioiulia 


4P(-2) 

A 



I -H/'-' 

T-l-V" 


1-7=*" ■' ;■ 


diiiiation dont le second monibrc ost idt'ulirjiio aver; lo 
second niembre cle )’d(iuo.tion (7)', oil I’on tail o 1* 

Pour ces valcur.s do c el a:, lo.s ucjualions (7) ul (.1) 
donnei’onl 


4- M> 4- ^ 


1-1-4 ( 


'i_ 4.-. 'L. 4. 

H- 2 “ +1-1-7’^ 


...). (10) 


Si Ton se sert du signe dc .soiuinalion, la dontiei'o 
equation pent etro ecrilo 


iTO ')- 00 

2’2’^ 

- — 00 — CfO 




O' 



7" 

l-Pr/'* 


pq ^ 

- 1 + 4 + 


ou^ si I’on se sert cVim nouveau sigiio dc s(jnnualion 
double, 



(II) 


~f_oo -}-oo 


-I- «a 


X2’ 

CK 00 

OO QO 

l_|../j. 'S^ ^ 8)" 


s Ic wt'coiid i(R!iiil)r() )H |)(U'cour( loulos Ids valoiifs ii 
Lii- <lc> {) jiistjirii 00, <‘1 H 11 ptii’lir do I jiis((ii’i'i c». 
Nous obliViidmns aiiisi lo rdsnllal meiilionnd oi- 
ius, «siv()ir, quo si IVM|iinliou 

wM-a” N (l!2) 

V solitlJoiis, ol si l(>.s ('MjimLions 

ronpoclivi'iiioiiL a,v oL hx solnLions, u ol ui ii'ayuiiL 
dos. vnlcurs posilivos (ol do plus m Iti valour zdro) 

j Ic.s doriiioros (qjiialions, on lumi d’upi'f's (II) 

px ^■{(ix — />x ) , 

|iu? <i <loil so Imiivoi' lo inoiiio iioinliro do fois 

) it lu tiii^iiio ptiissiiiioo N duns los doux inomln'os 

d([iiftlioii (J I). On I'ooonniu'L raoilotnonl quo ux ol hx 
Io« iionihros do divisours do N dos (brnios -l-w-j 1 
It. <Io ritsullal pi'id dlro dnonod piir la jiropo- 
1 snivniilo: 

Si la nomhve N conliaui ten facAeurs premiern p,, 
.. fla la forme 4 m-\ / ((oeo lex exixmuls «„ ... 

^ j«3 aonlienl de foeleurs do la forme iiii |-.V tpdilevh 
i ptelfisaxoce puiree, Ir iiomhre dee HohUione do I'iipM- 
~~ JV oHi! exprmf' par 



A [A 


mais si N conlient un seal facteur premier de l( 
Slevd a une 2 niissance impaired on anra /; 

Supposons (.[’abord quc lo Jioinl)rc! N no 
que dos facteurs premiers do la fonno 4/a-l-J 
ce cas, la proposition rcsullo inniii-HliaLomonl dii II 
trouve; car lo nomljro dos divisoius du iioiul)r< 
1) ot ils sonl Lons do la i'ornio •' 
Le nombre des divisours do oolio fonno no vi 
quand iV ost multiplid par 2 ou uno i)ujssaiic( 
niais si on le niiilliplio par un factour proinioi 
forme + on introdnit aulanL do divisours t 
forme que de la foi'mo ooiisdqn 

aura 

(fy = Jy ot py ” 0. 

Si le nombre osl de nouvoan muliiplie par k 
facteur premier » on introduira do nouvoan ( 
de la forme (4/« + 3)^ -= cl ainsi do sn 

Void comment la Ibrmule (II) pouL din* on 
a la sommation do series. Soil py k iininbn^ (1( 
tions de Tequalion = lY; on aura 



oil f est uno fonclio]i qiielconquo a la([uelle coriv 
line sdrie couvergento. Nous supiiosons qu^oii su] 
dans la serie double le Lormo unicjiie corrospoir 
de sorte quc N no parcourt ([uo los ^ 
on li ores el positives. 

On recommit fadlemont ici quo f{\), /’(g), 
troLivent le mome nombre do fois dans les deux int 
de 1 equation, e’est-a-dire muUiplids par lo mdino fi 
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Si I’on se sort ties notations cmi)loycos ci-dessus, on 
aura do nionic 


DO 00 


rir- f ir-' '' 

* ‘"o " 1 ' *** 

00 OO 00 

0 1 

Connno pf; = 4(«,v~/i,v), on tleduira de ccs li’ois 
equations 

-j-50 -foo 


— 00 — CO 


« 00 

= ^ -f- 1) n) ~ f ({4 m + 3) h) 

Par Gxeniplo 

-(-^o +«> 

00 CO 

-''■II 


. (13 


'’CO — 00 


1 1 

(4. Ill + 1 )'’■«»> ('4 ;» + y)" ’ 


oil, eoinmc nous I’avons clit, on n’a pas tonu ooinpLo 
dans Ic jireniior inoinbro dn tcrmo oil m =««==. 0, cl 
oil I’exposant ost iin nomljrc ((uolconquc pour leqnc 
la sorio est convergento. La dcrnioro ikiuation pout 
encore s’dcriro 

-^-CO 

1 'V’ ^ 

4'^ ^ 

OO DO 

-(‘+i+r.+ ■■■)(•-»+»--)• 

l^a soinnmlion double est aiiisi raniouco a donx 

27 * 



somniations simjjles, qui pouvoiil etrc faciloinoiil oxi'- 
cutees avec nno exactitude aussi grauclc qn’on vout. 

Si p est un nombi-e cntior, on pout oncoi’c iei, 
comme dans co qui suit, effoctuor avoc cxactiUulc I’uiii' 
des somniations. 

Nous pouiTons de plus nous sorvir do la I'raclion 
P{x) des equations (8) et (9) dans un aulrc cas. Posons 
-c = 0 et nous aurons 


2P(0) «/ 1-fA + 

A, ~ 1 + ,/. • 

Si Ton reniarque que 


1- 


1__04A 

— JL p|- I . 


1 — 2 ' 


•tA-2 


1 -I- 2^"-* ’ 

on I’oconnaitra facilemeiit quo le [ii'oduit infini ci-dcssus 
coincide avec le second mombrc do I’dqualion (7) , oil 
Ton a fait c = 2. 

Des (Equations (7) ct (9) on Licora par consdc[Uonl, 
pour a? = 0 et c = 2, 

S ^ + ■ ■ •} i 


le second incmbre pouvant s’dcrirc sous la fornio 




(l + 2*'0 


+ + 


= J+2^^|2''-2''"+2‘’"-...+2*"-2'"' + J"''- ...]. 

4-PJ >foo 


on aura 




00 00 

““ ^ + ^ ^ 2(8™+6)n j(8i«+7)H 


(ir,) 



U7 


De cc resultal nous poiivons decluiro Ic rionibrc do 
solutions de Pecjiiation 

+ = N; (16) 

car, si Ton pose succossivenionl 

{Sm~\-5)H^N, {Sm + 7)n ^ N, 

et si Ton dcsigne les noinbres do solulioiis do ces dqua- 
tions par oil m ol n no poiivcnt prendre 

quo des valours positives et enticres, m a parlir do 0 
jusqidu CO, n a partir do 1 jusqu’a co, on aura 

px =- — Cx — rfjv)» 

parco quo iV so Lrouvo co noinbro de fbis coinino ex- 
posaiit dans les deux membres de I’equation (15). Mais, 
conirnc soul les nonibres do diviseurs de N 

do la foriiio (8//i~fl), (8;>^+ll), ils peuvcnl tres 
laciloniont otre determines. 

Do la on dddiiiL la proposition suivanLo: 

Si le nombve N rodient les faeteiirs premiers 
de la forme 8m-\-J et 8m-\-3 avee les exposants 
^ 2 , . . et si les facteurs premiers do la forme S)n-\-5 
et 8}n-~\-7 }fy(i(jureni qiCa des pnmanoes paireSfle nomhre 
iks solutions de Vdquation — N sera exprimi par 

px == 7) . . 

mais si un seal facteur premier de la forme Sm-\-5 oa 
8m-\-7 entre dans N d une ptiissance impaire, on aura 
px = 0, 

Pour parvenir a cctLc conclusion, nous pouvons 
nous servir d’un dcvcloppeinont analogue a celui quo 
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nous avons expose relativemonl h l’e(|ualioii dP \ ™ J\^, 

si Ton reiiiarquc soulemont quo Ics pulssaucos pairc's clos 
nombres ol S})i-\~7 soul iHHu^ssairennMil do la 

forme Sw+l. 

Si Ton eniploie requalioii (lb) a In saiiiinali(ui do 
scries, on oblicndra 


+ CO -f 00 


00 00 




CO CO 


7((8w/ + r)) ^\‘7)u) 


(17) 


Ici, comme dans requaLion (18), on ii’a pas lonu 
coniplc du tormo ou m ^ n 0 dans li' [jraitiiei* 
incinbre. 

Par exomplo 


-|-00 j-co 


* ^ 'V *• 

— CO —CO 

<0 ^ 

= { ^ + i + • • • ) ( H- ^ - 7, -1 - 1 


I __ 1 

(8wM-7)i 

I 

11^,— ••• 


II ii’est pas difficile do li'ouvcr don li'iKdioiis do 
forme autre quo P{x), qiii pouvoiil Giro ('iiiiiIoyeoH dans 
cette sorte do questions. Nous considorerons ])ar (‘Xeiitple 


I « 1 — X 1 -|- X -y (j\h 

2— .rV ’l-l-f/**-'* d-y*''”"""' 


V(:a). (IH) 


Getto fraction pout Giro dGcoinposck' I'li iiiie .sGric' do 
fractions 


0(a;) = 


A. 


, 

~ 1 + ga! -|- g“ 


■q\v 



oil nous trouvcrons , par los regies orclinairos de la cld- 
coniposition dos fracLioiis ralioniiolfos, 

J, = 2K, /I, = = ... 

Si I’oii fail ici a; = 1, on obliondra 




fAh 


14 

J4f/>‘-'4r/«'‘-2 




oil nous pouvons poser 

(l_f/*-t4-2i'<-2)(i452"-') = 145‘'"-» 
(J4^2/.42«)(J-_2«.) = 

( 14 - 22^-1 _|_24/.-8)(1_22A-I) =, I-gOA-a, 

(l~a“-|-r) (!-!-!/“) = »-l-r- 

Grace a cos transfoi'inations, la sdrio do ruclour.s 
ei-c1cssu,s deA'ionL irlcntiquc an second momln'o do (7), 
ou I’on a fail c == U; ol nous obLiendrons done 


4-00 4 " 0 ® 


,w 2 4 - a na 


= 14 : 


27 


1+ t; 


27* 


27" 


^-1-7+7 i -7*+2‘ 
= 142 


1 -l-i/4r/ 




(ly) 


n i ?. I l? L _[_ (fi i 5 

h—(f 1-7° 


Si I’on so sorl dos .signos dc .sonn nation, coLlo liqua- 
tion pent s’ecrire sous la I'orino 


1 + 2^[7*''-'| 


?!!Z!_L„2„i±e 

j_2«»-8 r7 


W 00 _ 


2(3m-|-l)(2»-l)(l_ 2211-1) 

4 ( 7 (*'’'''^'b*'‘ — 2 ^®’”'^' b®") 4 4 - 7 ^”) 
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Dans colte idontitc cntrent dos lornn.'s do 
g(8iii+i)2« et jCfl'«+6)8n, qui pcuvonL oLro dlhniiK'S a 
des equations 




Hi-f l)2rt 






7(0 « 



00 00 




dont la validitd dcvicnl cvidonlo, si Ton ddvol( 
deux merabres suivant les valours c.roissanLos 
L’expression ci-dessus so rdduira alors A. 


4-«0 


00 QO 


0 i 

_|_ 2 q{i «> -I- 1) iH _ 2 (f^ '•> -I- a) IK I 


~C0 — 00 


En ce qui concernc les solutions do tV^iualic 

= N, 


nous poiivons conimo dans los cas procjddonls , < 
posant que les equations 

(3w-pi) ';i iV, n — A^ 

iV, JV, 

aient respect! vein out a^v, 62, c,y oL d,y solutions on in 
positifs et entiers^ concliirc qu^oii aura 

pN ^ ^ (a.v— bjy) -(- 4 (6^v — </.v) . 

De cetto equation on pout dddniro uu Lhdoro) 
doit etre considere coinine nouveau duns la 
nombres, parce qu’il ne pout pas Olre ddduil inian 
nient des theoremes eonnus: 
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Si HU HO}}ibr(i N coutient les factaurs premiers 
Pij l\f • • forme avec io^ exposanis a^, . . 

et si les facteurs 2 )>'emiers de la forme 3ni-\-2 )dy eutrent 
qidct des puissances paires^ la nombre drs sobUions de 
V6quation — N est cxprim^ 

px = 

si jY est HU nombre impair ^ et par 
Pn ^ 

si N est pair. Si, an contraire, N coutient itn faoieur 
premier de la forme 3m-\~2 d nne qmissancc impaire, on 
aura p,y — 0, 

Si Ton applique ToquaLion (20) u la HOininaLioii do 
seriOh, on obUondra 


»!’ OO -j^DO 


— vO ' M 

00 CO 

== ^[/'((!'^>«-|- 1)^0— A0f'»+^)«) 


•2/'((3 JH-I- J)4») ~2/{(S;k-[-2)4.«) 


oil I’oii n’a pas Lena coinplo du lonno m = 0 dans lo 
proiiiier moii)i)i'(i. 

Par oxeniplo 

-|- t <5 -^00 


OO , 00 


^ ill + 1 )'' (3 m -I- 2)'’] ( ^ 4^’) 

I 1 ) 

( ‘ + 4> • * ') ( ^ + 1^)' 





Nous examiiierons liniiloiiioiii. In h'iiolioii 




,HA— I 


qiii se decomposo cn uno .sojiidi^^ do Inudions 


■*'^0 J ] -U 

^2 — rr I -\-gx -f if 1 -\~ (f'^ "h <t 

I - -I 

oil les cocfficienls auronl Ics valours 


i — 


-= 11 


1 + 7^ 

■f4,fy2A-i ’ [ — 


Si Ton fait ici x — 0, on iroiiviu'a 

' -H,—. 

— 00 - 00 


par ou Ton pout obtonir un ildv(‘l()ppoinouL on ydi^i 
cette soinme double oL^ par clos proodd('s analogs 
ceux dos cas precedents, uno dolonuiiialioii (In noi 
dos solutions de reqiiation 

- N. 

Ce resullat peut d’aillcurs ctro oliloim d^uic u 
maniere plus simple, on coniparanl rrapialion (^4*] 
bieii N avoc roipuUion (12), =’- 

On rcconnait facilemonL quo, si N esL ici un non 
impair, m sera dans Ic dernier cas inijiair, si n est 
et inversement , ot que, par consd(|iionl, lo noiiil-)rf3 
solutions de (24) est dans co cas la moilid do eolu 



l'{5i[iiaii()ii (l^). Si (*sL pair, mnis non pas divisihio 
par 4, m (d // stTonI hms h's (Unix impairs <Jaiis rd(|Uii- 
Lion (li2), oL (Si) ii’aura ])as do s<»liilioiis. ^1llal(MllOlll, 
si jV osl pidr o( ilivisib|{» par 4, tu ol soronl Ions Ins 
deux pairs dans riMimilion (IS), (*l (IS) el (Si) aiirniil 
l(ss nidiiH\s soliilions, I a' rt'siillal p(ml o\i hms eas dh‘(‘ 
nx|)riind ]»ar la I’onnnb': 

I ^•«“) - 1 )^ 0 j 

00 - to (II 

--Y((-l.w-l :!);/) - 7 '(e-»' I 1 ) 2/0 I /•((' 1 -///-I 

1 ''2f{{Ani I l)/l./ 0 - 2 /'{('I'/// I :t)' 1 //) ^ 

]iiU' (ii'i Toil ()l)li(‘ii(lt'ii, |)iii‘ i>X('iii|>l(!, 

I » I K 


far,) 


I 

1 ^ny' 


y y 

..tW / ('/>/■' 

^ CO 

. . 00 

/a- ' i ' 'I \ 'I \‘V 

\ Sf ' ' V \(.1. 




I I 

M I 1)/’ (4/// I 

<30 I /) 


:.) 


7 1 


Nous Ini'oiis ('lU'ort' en p(*n d(» anils inenlion d(^ 
{|nel(iiins auln‘s (^‘is dans l(‘S(|ii('ls on |)(‘nl aj»pli([ii(M* los 
tnijniil<‘s d{‘V('l(>pp(‘(w. 

Hi 4laiis h'(|uaLinn (IS) on Tail on oliliendra 

J I ! 

i I I — • 

(1<? prndnil inlltii esl (rupr('‘s (d) d[>’al a 


A,, \ 


I <» 

2 


I <» 


,/B |*Wia-| ?(3 
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oil le signe cle sommalion clu second nioinln-o aosifrue 
line sommation quadruple oLonduo ii loules Ics 
entieres des quatros nombrcs /, «?, «, p ii partir do - — 
jusqu’a +CO, y conipris zero. Pour cello sonuno 
druple on obtiendra le developpomoiil ('ii .sdrio coiiiiii <-le 
la theorie des fonctions clliptiquos el par consdquotit. hi 
determination du iioinbre do solutions de I’eiiimlioti 

et la fonniilo de sommalion jiour f {P -\- 

Do plus, si dans I’cquation (23) on ])Osc x =. — - 2, 
on parviendra au cas de I’eqiialion 

f+w'‘+2«’‘+2/ =- N. 

J’ajouterai les rdsultals suivaiiLs, dont on pout 
’KOTE. servir qiiolquefois on physique niathdinalique'* 


+00 +30 


— 00 00 

CO 00 

= 6^ ^[A(3 w + 1) n) - /-(Cl m + 2) ■«)] /h 

oil le terme n = ?« = 0 doit el re ndgligtS el 

+00 +00 

()«+ »’+ mn + III + «)+!) 

— to — oo 

CO ^ r 

[/■((3 m + 1) (() n ~ 5)) —/-((it ni + 2) (6 n ~ 1 ) ) 1 , 

0 1 J 


* La demonstration de ce theor6me esl d6velopp6e dans nn 
memoire, qne j’ai rintenlion do puhlier ihua lo journal clc 
Boi’clinrdt. 



oil Poll tlnil^ (Ians l(' ]n'(ani('r iiKMiiliro, U'uii' (ioinpto do 
(ous l<'s [taaiK's. 

+Si, iliiiis )N‘(|inilioii | r//’ --iV» r ivsl laif^iiLif, \o oas 
tIinYM'i' (\ss('nli(‘ll(;iiiojil dos (vis Irailos ('i-^dossus, Dans 
c*as, U) nniiihn' (U) solid ions osl (mi [►'('iinrat inlliii, sauf 
(Ians !(' s(‘iil (mis ofi r ('sl on (*a!T(' jmrfaiL 

Nous (*onsid(M'(M’ons ioi l(‘ s(‘iil oas ( 1 (j r —I on 

/V. ( 2 ( 5 ) 

fai nidlliodt' anulyli4[ii(' ooiisisl(' ioi (mu'oiv a Inins- 
fdnn{‘r la s(M’i(‘ 



-00 


niaiH (‘OhiiiK^ Pi^xposuiil ('sL a iV, nonibro ('uLior el 
posilir dilTdraiil dt» 0, ou doil ici erieidiKM* la soniinalioii 
do inanir'ri} (|U(‘ — j’c'sle loiijoars posilif, INir suiLo 

ji nc' pf'iil pH’iidri' (|ii(^ l('s vabMU’s (Milifars, posilivos ol 
?id|,udiv(‘s, ((iii son! niiiiidri(|itoni(‘nL pins poiib's ([uo au 
luiidis i\\\v |)(ail nsMivoir lunh's les mionrs caliems 
d(‘ - -r/j jiis([ii’n I vvo , 0 s{Mil (Haul ('xe(‘pl(M 
Par (*uiis(‘(|(MMil la siVii' soni 

! a/ 1 7“ I ^7" I av» I v-“ I <i<r I 5J7”-!-!27’-I- -I. 

»n’i lii wt'i'ic <'C(H!li('l.s |H!Ul (^li’o (l<''('()iiii)o,S('‘o do la 

iiiaiii<'‘r(v siiivinilo 

71-71-7... V J_ 

7M ay"! ^7”... - v'l'i-j!. 

7»l aVM 



et ainsi dc suite; nous ol)lion(lrons d(> cello niar 


— CO 



Le second membve de ccUo t‘r[LiJiLian poui dt 
place par les deux soinines 


1 


I — </« 


el 


CiQ 



J 


\ — 


({ue nous traitci-oiis separdnicnt. 

La pi'emiere pout elro rainiorlee ii la tonne g< 



1 + (f X 




expression qui sera idontique a la sijinniu I'i-dess 
roil fait a; 1 et si i’on reinplaco q jiar (]\ 

De la derniere et[ nation ou 




on tirora 


et, pat- cousdquent, I’ecjualion foudainenlalo 


w{x) — (/x^^lqx) = 

1 — q.v 

{s(.i) e.st conipleteraent ddlerniinec par colto chjui 
cm- lo dcveloppenient en sdrio par locjnol ^{x) csl p 
tivenienl d6finie pent facilement etre df'diiil de 
tqiiation, Pai consecpient touto tbnclion etui satisf 



m 


I’cqiialion roiiduiiK'nIalc* M'ra i(lo]ili(iiU! a jrf.t;). Mais il 
est wvicU'nl ((ia> la w'ria 


(jx yV I V-*' 

1 :L- qx I - 1 --v"'' 


I ... y'(,r), I) 


salisfaiL a caLIc (■(|iuifi(»ti foiulaiiK'ulalc, car on aura 


et ])ar cc)n.w<ia()iil 


f/.fi" q'x' f/./' 


1 — </.(! ' 1 - 


if'x ' 




Nous parviiiiitli'oMS il(' ct'llt' iiianit'ro a lV‘((iaiLi()it 
roiiiarquahit* 




I 'I X ' 

I- ay'*;!! I 


Si rail rail, ic.i x I al i|u’i)ii raiiiplaca q par c/, 
on obLiondra 


Vi 00 

■ >; 


-7'" i 


ha S()C()Ji(lo soniiiH' quf cloil IraiisinriiUM' peiiL 
Otro mppoih'M' n r^xpros'^ion 


> f I I 

y.(2» lyi j M 7 
. / * I .J#;- ir,. 


I 7*'" 


(:J 2 ) 


foHclioii <[ut, (‘oninin on \o KM'ommil fjKiihniu'nL, .sulisluil 
h Inequation roiKliiiiuiiiL'il*' 
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Par la ^{x) est conipleleinent dctorminfe. La inOnio 
equation est verifido par la serio 


qx I I I, 

1 — (fx — (/'» — <j'°x 

car ccttc scrip donno pour, </«< 1, 


iP{x)—ifx^ij){q\v) 


On aura done 


qx 

T~q^ 






l+g^‘ 

1 — ifx ' 


Oo 




1-g^ 


1- 


f,4«~2a,* 


d’ou, pour a; = 1, 

• = v._ 

^q |_gt»-2 ^ 1— g^'" 


(85) 


En addilioniiaul les deux series (31) ol (35), on ob- 
tionclra la transfonuation on qucslioii dos s(!rics qui 
entront dans I’eqiialion (27), savoir 


00 


r,4n 




oil ]3ien, on mottaiil aussi la dernioro senno sous la 
formo d’une sonime doublo^ 


—00 






On pent eoncluro de la quo la inoilie flu nonibro 
des solutions do 1’ equation === iV osL dgalo au 



noinln'C soliilioiis {w t'l n iKi.siliCs) (l(> r('>(|imlion 


cos oqtiiilidiiK no |M'itvoiil pus nvoir lioii on iiioiiK' 

temps. ciicoro tMn> oxpi’iitio uiiiHi: 


fjfi iiotiihir (Itts soliinotiit tie I’l'tiHitliou nr~ )(“ ==- N 
esi 6gal douhic dii iioiubrct dca dii'incurn dc N on ((i> 
\Nf qiie ^ '’«/ iiii/ntir on diimhlr finr 1. .SV, 

coiili'uii’f'j dif’iniblc qiK' pm' Vfiiuiilhni ii'u jiouddo 

solution 


Kii c‘onso(|iioii('<! do <'ii mini do plus 

»■') 

J0_ 

y y’\f{i»n,) I /\'i,u -ixa^-l)). (:i 7 ) 


Par <'xeiupl<‘, 



I ■••)’! (l I ;i,-l rl-l ■■■)■ 


Si 2 ^ "K iKHiibro ])air, dti ponl Iroiivoi' la valoui' 
oxacio tlo cos d<‘iix soniiiios. 



430 


NOTE. 

LomiK n’a jamais publio aiiciin im.anoii-o j 
sujet dans Ic journal do JBorchardl. Mais Ics dons 
reinos qu’il cilo pouvcnt faciloinoiil ulro dcdn 
dernier Ihcoreino dcmontre pas'. 421 siir lo noml) 
solutions do requation N = 

L’equation 

JV = 

poiil s’ecrire 

4iV = 

par oil Ton roconnail iinmediatoinonl (juu louLe s( 
de Tcquation en question doniie uiio solution do l’o(i 

4iV = + 

el conime, dans cotte equation, wq ot «, soul on 
temps pairs ou impairs, touto solution do I’lnpiali 
fournira nnc solution de I’equation («). he noml) 
solutions de («) osl done egal a colui do (c), ce (| 
monti'c la premiere proposition do Loronz. 

La secondo pout Olre demonli'co d’lino ni 
analogue. Si Ton a 

iV = 3 («J -|- }i)H -j- + “) "I * -1 1 


4i^ = 3 (2 m -h « + J (3 >h -1- J )'. 


on aura 



4.:u 


JIais iV ('L |)ar (‘ons(‘C|uenl ^N iloivcnl otro ck* la 
foniio -|- 1, oL si Ton pose 

4iV = (/') 

a, sera ilo la Ibniio ilpn- * > <'c*iisb(juciil, soil a, soil 
— (|iii Ions (kaix salislbiil a l’b(|ualic)n (/'), sora ck' la 
lui'iiK! ;t/; |-l, tandis (|uo ^n^ ol soront on na'iiio 
loiiips jiaii's ou impairs. I’ar roii.sbquonL , a Loulo .solii- 
lioii ilo (/■) ]H>Mr !a(|ncllc a, r.sl, tlo la fornio 
corrcsjamclra iino soliiLiou do rdtpuiLion («). LMiiiialioii 
((') a done! uii iionibro do soluUons <nii osl la moilib do 
cnliii do IkHinalinn (/’). 

I'ar oonsecpiouL, on aura 

'I'jo 4*0 
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w_ w 

=•- ' y I /'((-^ '«+ i) 1 - 1 J) 1- a) {;{ a-i-a)) |. 


!)(' plus, on [and. nbgligor Ionics les valours do 
1 cl .ill 1 2 (|iii .sold paircs; car a Uniio soUilioii 
do I'bqiialion 

jV (ibn-l- l-i), 

oil (;}/( 1 1) csl nil noinbri! pair, correspond uno soluUou 
tlo I’dtinalion 

iV (:!>», 1-52). 

a .savoir 



oil (!)«{-)- 2) o.sl pair. 

Mais an nombro inqiair do la forme llji-j-l pout 
lonjours biro bcril sons la Ibrino (la — b, cl un nombro 
impair do la forme son.s In forme (la — 1. 


28 * 




SUE LA COMPENSATION 


DES ERREUES D’OBSEKYATION. 




SUR 

LA COMPENSATION DES ERREURS D'OBSERVATION, 

TIDflSKRIFT FOR MATdWMA't’IK, 1B72, 1>. 1-20. • * NOTE 1. 

(fii» «luns luHtStuicu do I'Acaddmio dos facioiicos, it Copoiiliaguo, lo 12 juiivioi 1H72.) 

I. 

Inti'odnctioH, 

Si I’on a plnsiours oijsci’valions qiii dependent on 
quulque )imni6i’o les lines des aulres, on pouL souvent 
duloriniuor lt*s valours jiarliculioros obsorvecs avec une 
[iri'C-ision plus graiulo tiuo oolle t[ui rossort clos observa- 
tions imnu'diaLos. La conclilioii iiour <iii'on puisso do 
i'oLIp iiuuiioiT diminuor on coinponser los erreurs coni- 
iniscs dans los oliservalions consiste on general on ceci, 

([ue los vraios valours clos (juanLilds obsorvoos soionl clos 
ConeLions d’uno on plnsieurs variables, clonl los valours 
vraios on probables sonl connuos pour cliaque observa- 
tion. 

Si OC.S fonclions difluronl pour toulos los oljsorvations, 
on doit, an nioins, (juancl unc coinponsaLion osL possible, 
connaUro lours formes, ol le nombro dos couslantos in- 
connuos clonL olios cldpondcnl doit dire plus petit quo 
eolui clos olisorvalinns. Au conirairo, si los fonctions 
olios -mdinc.s sont coniplcUcnionl inconnuos, co qui osl 
soLivont lo cas on rdalitd, il faul cpi’on saelio quo los 
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valeurs vraies do plusicurs quaiiLilcs obsorvces i>oiivotii 
otro exprimdos par la mdnie foncLion. 

Les valours obscrvdcs^ qui, du rcsLc, au lien fVolrc' 
imniediatomcnt obsorvdos, pcuvonl oLro lo rcsuliiiL lI’uiio 
ou plusiours observations, oouibinccs avec clos ciinnUitc-s 
inddpendantes des observations, dlanl ddsigiidos par 

0,, a, On, 

les valeurs vraies correspondanLes seronL reprdsontces ]m' 

o[, o;, o;, o;. 

Si cos dornicros ciuaiiLiles soul dos foncLions d^aiU' 
ou pliisieurs variables, on pourra, au inoins approxiinn- 
tivciiicnl, cxprinier ccs qiiaiilitcs comino IbneLions liiu'- 
airos do consianios incomuios ou dldmonls, 
dont le nombre cst dc manidre (jubn pout appi'oxijna- 
tivenient ou oxactcinenl ocrirc 

0[ ^ a,?('+ 

o; = a,?('+0,SiV-l-c.(£' ... 

... 


oil mnintenant le.s cooflicionl.s n, Ii, c, ... airccAos d’iii- 
dicos sonl des fonclions coniuios ou ineoi)nuo.s tloH vai'ia- 
blos connues pour cliaquo o])sorvaLioii. 

S’il n’y a, par oxemple, (pi’iuio quaiiLiU! ohaerveo, 
on aura 0' = 0' = 0' ol ron pourru po.si'r 

rtj = 0. = Uj . . . == 1, laiidis quo los aulres loriiu's 
s’dvanoniront, de maniore quo ?t' clcvionl hi soulo quaii- 
litd inconnuo dont la valour probable doit OLro ib'Lor- 
minee par les observations. 

S'il o’y a, pour cilor uu auLr(! ('xoiuplo troK oLoiidii, 
qu’nno variable indcpcndanlo i, qui pour lc.s cliHuroiiles 




obseL'valioiiy 0^, 0,^ . . . a Ics valeiirs 

rtp bj, c, ... seronl cles fonctions do a., c. .., dos 
foiictions do . . . Si, do plus, ces fonctions no sont 
pas counues, inais si Ton sail qiie 0[, O', O' ... soiit 
cxprimeos respeclivemeal par la mOine fonction do 
f,, **•» pourra essayer d’obtonir dos ddlerini- 

nations do 0[, O', O' . , ♦ soil par mi dovoloppoment en 
sdric sill V an L !cs puissances do par on on aura n, = i, 
[\ = /j, Cj = cl ainsi de suilo, soil par un do- 

vcloppoinent suivani Ics puissances d’unc foncLion de t 
approprido aux circoustancos donneos. Partbis un de- 
voloppoinenl suivani dcs fonctions periocliquos pciil clre 
avanlagoux. 

II osl un cas ou les coefficients a, b, c . , . pouveni 
clro (tJioisis arbilraireiucnl; c’osl colui ou I’on suppose 
quo U? nombre dcs eldinonts dcs equations (1) cst egal 
au nninhro n dcs observations. Mais, dans ce cas, on 
lie poniTail dvidoinnu'nt oliLoiiir aucuno compensation an 
inoycn do ces equations, el cllos ne foiirniraicnl auciine 
relation ontro les observations, 

Le dornior exomple indique ddja uno proposition 
qui rcsnllora avec plus do precision dos rechcrchcs sui- 
vantes, a savoir quo les valeurs n, b, c . . . qid satisfont 
(xacienieut au.v iquationn (1), el qiie nous denoninic- 
roiis Ics vruies valrurs, ne sent pas nicessavrment iden- 
iajties a celles qui donnent la compensation la plus avan- 
ia(/ense. Lo soul cas crexception est celui ou il n’y a 
qiPun eldniont 

On a toujonrs jusipi’ici, on executant une coinpcn- 
salioii au inoycn de la inelliodo des inoindrcs carros, 
considdr<3 Ics valeurs vraies dcs coefficienU a, b, c ... 
coinnio des cfuantites donneos, doiit les valeurs devraient 



necossiiimiionl passcM* i^iuis (h^ rxpivsMODH 

vraio.s cles obftrrvatioiis aiix vnhaiis Onu 

ainsi negligo rexis((Mif(' possibli? iruiilrtvs vali’itfs ih m 
coefficients (pii ])OuiTaionl nnHnu'r compel i^al inn phh 
avantageusc, el foil a ecarle In cas on il .s(‘raj(| par ox- 
cjiiple, prefnrabln do sii|)pi‘ini(a' f iiiUMrt'lli'S <(iiim1o |ft 
consorvor, l^os condilions sons lns{(uell(*s uin^ loili' omis- 
sion doil nti'O considcWe coiniiin ])lns avaniagmisi^ soroiii 
precisenionl iiidi(|iu‘os dans iv ipii snivra. 

Mais si, inOine dans 1(‘ (ais oii Ton coiiiiaiL Ins valours 
vraios dos coofficinnls n, (>, c» la fpu'Hlion ifesL |uis 
tranchoo, do savoii s’il ii’y u jias (Tallin's vab'iirs jilus 
favorables pour la coinjamsalion, il y a (Taiilaiit pluc, 
lieu do poser cello (junsliou duns 1(‘ cas ou I'mi ik' ooii- 
nail pas les valours do c('s coeflteiimls, nmis oii iW no 
pouvenl elre oxprinies (ju’npproxinialivi'mcnl , par ox- 
einpl(', par un d('vek)piH'ni(‘nl in sin-in. Lo jirdhlenio a 
resoudro sera done do Irmiver conibiini do LnriiMN il(‘ la 
sdrio el losquols on doil (*ons('rV(U', pnis d(i diudder, si 
Toil a Gssaye do so snrvir de dilleri'iiLs d(»v(‘lo|»])(niii'uls, 
Icqucl d^onlro oux donne la (u»inp(‘nsaUoii In plus aviui- 
lagouso. 

Nous no jiouvons (lon^‘ duns uikmih ens, saiif dans 
le cas d’nn eloinonl uni([uo, (‘onsidiu'i'r los ciK'nicieiitH 
cii c, qui soronL oinjjloyi's par lu (mnipn'iisatinii, 
coniine des donneos. Mais, d’auLre purl, il no pcniL ciro 
quoslion de detorniinor an nioyon (1(\h (fiunilUra 
les fonclions dos variablos iiidi'pendunli's (jiu doinu'raioiil 
absoliimont la comjionsalioii la pins (uvoraiilo, hi' pro- 
blemo doil elre liiuitd do iiuinidro a inditpii'r los ('uiidi- 
tions gf^iieralos do la coiuponsaliou lu pins favorable 
sous lino forme lollc ipTil soli toiijours jm.sHiljb' de 
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(hoisir, ])aL‘ini plusioiirs compensations (|ui iJOiuTaient 
cHro oniploycos, cello qui doit oli’O considoreo comine la 
]j 1 iis I’avorablc. 

% 

Tvansf'ormaiion des coefficients. 

Dans ce qui suit on so sorvira souvenl iVcxprcssions 
do la fonne 

Or 0}' 93 -\- c» K br ® “h • • * ? 

oil I’indice r ropresonlo l^m quelconciuo des noiiibvcs 
1,2, 3... 1 ?. II sora couvonablo do transformer cVabord 
cos expression par rinlroduction dcs quantiles noiivclles 
r/„, qui soul diHerminecs par los 

oquaLions suivanlos 

= 0 , 

i; n.l «o- 1- 1 ^’1 /5.+ 

( 2 ) 

a] a ,-\- 1 p(\ b'\ /?,+ |jj(i cl r,- h [pa b] = (» , f 
U56n]rvi-|;>HM/9,-i-i>0cjr.+U^i>t'.l “ o> 

I ix o] urV t».l /5, -I- r 7 « c I YeV I i'C b] == 0 , 

oil Toil s'osi sorvi (to la nolalioii abr(>g(5o ordinaire cte 
la soimnalion, a savoir |’/jn(i| au lion de 
. . . “!"/>« Or, bn oLc. Los qiianliU's 7 ),, p^, . . .,p„ diisignoronl 
ilans ec qui suit los poids (lorrospondanls aux oliscrva- 
lioiis 0 „ Oj, . . „ 0„. 

Puis, si I’on pose 

= n,-, 

hf ~ 0, !),• , 

Cf = 0 K/j+ br/ 9 ,-|- c,. , 

(/,. = 0,-C/„-l-l)c/5a+C,'J',-|-b,-, 


( 3 ) 
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on aura 

[pau] == |7;na|, 

[ /Jc c] = [pn c] »,+ 1 cj /?,+ 1 pc c‘j , 


tandis quo les dquations (^) donnoroiiL 

= 0, IjJrtc] = 0, \_pcid\ = 0, ..., 
l>/;c-] == 0, I -=- 0, ... 

\pc(l\^0, .... 

Si nous introcUiisons do plus, dans l’oxpro.s.sin 
sidercc 

rtrS(+6,.5B + c,.e + b,.®+..., 

les constanles non voiles A, B, C, ..., an nioyc 
equations 

W = ^1 + /i«, + Cftj 4- 4- . . ., j 

S8= B +C/9.-l-/>A4-.... 

6^ c J 

I’exprossiou sera transfonndo on une unlro do la 
forme et ayant lo menie nonibro do tonnes, savoi 

ft, .A B -|- Cr C dr 0 \- ... 

Dans cette expression les nouveaux coofflcieiils «, I 
satislbront done aux equations (5). 

8 . 

Compensation pur dtis fonetions liiiduires des observi 

Les quantiles compensoos (|ui corrospondoii 
ciuantites observeos 


0,, 0^ 0, 
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soroul dcsignc'es iiar 

•••' 

On pool loLijoufs suppose!' quo lo calciil do cos 
valoui'R soil oxdculu an iiioyen d’expressions do la foniie 
(7), dc manicro qu’oii pout posor 

0,.-j- t’j — (trA b,.I}-\-Cr C-|~ • • . (S) 

on / 1, 2, .... II. Los coofncioiits «, b, e, ... sonl 

foimcs avee a, (>, c, ... do la nianioro indiquee dans lo 
paragrapbe precddcnl cl ils satisferont done aux equa- 
lioiis (5). 

C.ominc los cocfncicnt.s originaircs a, 6, c, ... no 
doivciil pas necossairemonl salisfaii'o exactoincnl aux 
equalions (1), nous pom-roiis, on inlroduisanl les nou- 
voaux coefficients oL los nouvolles conslaiiles A\ B\ C , . . ., 
ecrii'o 

O',. -|- v'r it, .A'-}- brB’-\- c,.C'-\- ... (9) 

Tandis qii’on doit do colic inanioi'e, si Ton so serl 
des cocfficicnls choisis o, 0, c, ... introduiro dos correc- 
tions (r;.) dans los valours vraics (O;.) corrospon dailies 
aux observations, nous pourron,s iniaginor une Ivoisicme 
suite do ([uaiitites 

O';, O':, O':, ..., O':, 

(]ui a present so coiapoi’tcront coniine les valeuns vraios, 
e’est-A-dire comnio dos quanlile.s iiour Icsqucllos les cor- 
rections calcnlcos s’evanouiront. Nous aurons done poui' 
cette suite 


O;.' = a,.A"+brB”+r,.C"-t ... 


( 10 ) 



fiOH (lonslaiilos A, Ji, C, . . dos h [ nations (S' 
vont on y'cndi'al oLro <'oiisidi'i'i'‘os conimo dcs Ibin 
clos valours ohsorvbos (d dos coofluiionLs dioisls a, b, 
II sera poiirUnd neoessairo do restroindre ici la 
ralild cln i)i‘obldinc par la eondition tjuo A, li, ( 
^wieiit dcK fond ions Ihidiin’s dc/t Wi/rars ohnerviies. 
Nous posorons done 

A ~ a'jOj- 1 . . . -] = |,'rO], ( 

B ^ \t/()-\, a ^ \z()\ I 

oil ,v, ij, z, affocles d’indieos tiependont dos ( 
cients n, 6, r, ... ol par (:oiis('(|uciiL anssi do a, l>, 
niais .sent inddpondanls dos valours obsorvdos. 
I/»k|unLioii (S) ('sl ainsi Iransfornuk! on 

0,-1-!., == u,\,e()\-]-l>,.\i/()\-\-c,\zO\ .... 

Si los quantitbs (>(.' sold, ealeulbos di' la 
nuinibro, mi aura 

B"^\!/()"1 C’’:-\zO"l ...; 

niais ios eorrccUons ealeulbcs doivonl, iel .s’dvanou 
par consbqueiiL los bqualions (10) seroul ('xacL 
verilioes par cos val(HU’.s dos eonslaiiLos. Cl’osl poi 
nous poavons eliininor los (jiuudiUts O',!. Oar, s 
inuUiplio I’oqualion (10) [lur av, <'l si I’on addilioii 
diflcrunlos expro.ssions oblonuos (Oi posaiil r — 1,2 
on aura 

I 1 = [«;<; 1 A"- 1- I hx 1 Ji "- 1 I ex | 0" + . . . , 
ct par consoquonl 

A" == I «« I A''-\- \ bx I Ji"- i - I G ’-\- . . . 
cl par analogic 


B" = I «//1 .r+ [h,j\ B"+ Icy] C"+ . . . 
C" = [««] A"+ lbz\ 7i’'+ I cz] C'-Y . . . 


Cepeiiclanl, coiniiio los coeflieionts A", B", C", ... 
sont cli's (juanlites <[ni nc pouveni pas olro clolerniinuGs, 
los oquatioiis Ibrniocs do cotie nninioro doivoiit otre 
idotiliqucs, ol los cocfficieuts x, y, 2 doivent done satis- 
lairc aux of(imtions 


[f(a!] = 1, t«yj = 0, 1««1 — 0, 

[i^-| = 0, |6y| = i, \hs] = 0, 

[ca,-] = 0, [cy] = 0, [cz\ = 1, 


Lc nombre do cos dc[uations esl c’, si e est Ic nombro 
des dldmcnts, landis (ino lo nombre des cooflicioiits 
.Cj y, ... esi en. G’osl hCulomoiiL dans lo cas do 
e = n quo los coefllcionls x, ij,z, ... soi'ai('nt complotc- 
inont ddtonnine.s par los dqualions {14), ol, si Ton era- 
ployail lc.s valours ain.si ddlonniiiocs, on trouvcrail toutes 
los corroclions v,. = <>• 


Si los eooflicionls x, >/, z, ... .soul romplacds par 
los eooflicionls noiivoaux ?, y, ... dolinis par los 
eqnations 


^ :r= p 

|2iCo| 


!/'• 




[l>m 




(15) 


lea dqualions do condition do cos nouvoaiix eooflicionls 
scroll t 


Iflfl 0 , |«-y]==0, KJ = 0. ••• 

li?| - 0, = 0, \bC] =0, . . . 


(IG) 



Los conditions (M-) on (JO) duivcnl tlono 
plios pour toiito coinpoiisuLion dans liu(uall<' 
coniponscos des obsorvations d()iv(‘iil oli'o clo^ 
]inc\aircs doa valours oJiservoos. Ib'slo a dc^i*' 
conditions dc la coini)oiisalio]i la plus favorn 
cetio qiiGstion no pcu! Gtro Iraiiohdo (|uo jnir 
do probabililos, ol los rogbvs (jui doiv(ad. (Mr<‘ 
scront trailecs on ddlail dans lo pai'af^’rat)lio si 

4 . 

CuIcuIh de imdHihiliih. 

Apros qii’on a oxdcidd nno ol)sorval.i<iii 
qidon a conunise som nno t(uanlild c(nti|)loloin 
miiieo, savoir la diffdrcnco dos vabairs vraio nl 
mais (Want Pobsorvalion ol, par oonsoquiad , \ 
cctlc quantitd ail rogu uno valour d(M(Tn)ind(i , 
possihilU^ d’une inuUitiulo inJlnio do valours j 
sorvatiou ot pour son orrour. Nous [larlirtnis ti- 
de viie apriorisLiquo , on supposanl ([ui’ In ( 
exdcutd avani toutc observation (d ipdon doU, 
tonir coniplo dc toiitos Ics valinirs i)()ssiblos tit' 
Ell CO qui concorno It's ornMirs d’oJisi'rval 
momes, nous supposoroiis ([iio la probabilitd clt 
possibles do chaqno obsorvalion prise s(q)iirf> 
dotemiindo par la loi cxpoiK'iiliollo dos i'ito 
validitd de cctlc supposilion ost, coniuio on sui 
sur CO quo Poii pout iinaginor (|uo h^s ('rnuirs 
duites par uno inultitudo cVornairs piirl idles 
dantes I’uno de rauLro qui, pidsos diacnut^ siq 
influent sur Perreur to talc. Cola iuqilitpH? uii<i 
lion double en co qui concorno los obst'rvaLfd 
mdmes, a savoir: 


uri 

1) Quo I’oiToiu- coiiunise clans line observation parti- 
culiere n’influe sur aiicune autre oliscrvalion ; 

;i>) Quo cliaciiie orreur d’observation iieul indiffercni- 
nient prendre les inCnies valciuis positives ot negatives. 

Outre les orreiirs d’obsGrvation, niie autre espete 
d’erroiu’.s intervient encore clans les valeurs eoinpeiisees; 
e’est relic ejui provient do la difference entre ies coeffi- 
cients ehoi.sis ii, 6, c, .... ct leurs valours vraies. Tanclis 
f|ue les errours cl’obscrvation, epic nous clesigiierons par 
It, soni detcrniiiiiies par 

Ky = 0'r~0r, (17) 

I’autre cspeco (rerrour.s, c(ue nous nommerons mrevrtt 

tie fonmile et c|ue nous diisignorons par v', jieiit Otre 
dc'finie par l’e([uatioii 

n\. = 0"— O;.. (18) 

Pour cos erreurs on aura de ineuie umnt lo clioix 

ill's coofficionls n, 0, c, uiio infinite de valeurs pos- 
sililes; inais nous n’avons aucun moyen do determiner 

le.s lois des errours valaldes ici, et surloul il n’y a au- 

* 

came raison pour suj)poser ici la validito de la loi ex- 
poncnlicllc, comino nous Tavons fait pour les eiTciirs 
il’observaLion. 

Nous ])oiuTons pourlanl loiijours supposer reniplies 
les doiix coiidilions suivautes: 1) toutes les erreurs de 
ibrmule soni indepcnclaiiLos rune do Tautre; 2) elles peu- 
vent Louies prciidro indifforemment les inCmos valeurs 
positives el negatives. Or les n erreurs de formulo iie 
dependent que clu clioix des n cooOicicnis n, 6, c, 
et Ton pout loujours supposcr quo les choix ar]}itraires, 
en noiubro indiii, do cos coefficients varient de nianiero 
ir, 29 
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a fairo qu’ime orreiir clc formulo parcoiiro loulo 
lie scs valeurs;, tandis que Ics autros no vav 
et (jLi’en nieine temps cliaciiiie des eiTours pre 
HOiivent les memos valours positives qiie negat 
va sens dire c[ue los erreiirs do formulo soiit 
cas indtqicndaiites des erreurs duos aux ohsc 
ollos-iiiemes. 

Nous defiiiissons commo ii Tordinaire 
myenne'^ d’luie fonction do>s erreurs comine la 
des) valours que la fonction preiid on tons cas p 
divisee par le nonibre de cos cas. Si la inomt 
so presonte pUisieurs fois, il taut la compioi^ 
tdib qu’elle intcrvienl. Commo notation de la r 
cVuno fonction on so servira dans co qui suit 
iioiT/ontal sur le sym)3ole do fonction: aiiisi u do 
moyenne de «, II suit do nos suppositions siir 
reurs que la nioycnnc d’un produit de deux 
dont Pun ost line fonction eVorreurs qui n’entr 
dans Pautre est cgalc an produit dos inoyoiinGs cJ 
fiicteurs^ et quo la nioyonnc d^ino puissance 
(Pune eiTour est nulle. Si nous reinplagons ur 
lion U des erreurs inconnues, par F, Porronr c 
sera V — V, ^L'erreur moyenne^^ J/ de la niou 
po'^ition sera defmie par 

Plus petite ost cctle erreur moyenne, plus 
tageuse^* est jugee la determination. Gomine i 
plus petite valeur pour V t/, savoir la valour 

la plus avantageuse determination do w,> sera 
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= 0, oi lo caiTo lIo son errciir moyemie sera Lo 
j) do cello delunnination ou do la valeur obner- 
veo Or Oht invcrsoineiU jn'oportionncl au carre do Tor- 
roiii' luoyoiino de la deteniiiiiaLion, rl’ou il suit quo 

. . , — -= m\ (20) 

ou m ddsi^nic rerreur moyonno do runito arbitraire dc 
l)C)ids. Cos relations ne sonL valablos c|uc pour les er- 
reurs cl’observuiioii ^ iiiais non pour les oiTcurs de for- 
mu\o, 

rioinnic nous sii[)po>sons quo les orreiirs d’ observation 
soiii assujoUies a la loi cxpoiiuntielle des erreurs, nous 
ilirons, conforinumcnl au principo d’ou la „in(3llioclo dcs 
laoindres caiTi\s“ a tire son iioin^ quo los valours les 
plus i)ro]ja1)ley dos valeiirs observdos scront cclles pour 
le^^cpadles lu .soiiiine 

\p {0^-0- of] lp{n-v)T 

devioiiL nil niiiihmmi. Dans la methode ordinaircinenl 
,suivic‘ pour le ealcul dcs valeiirs les plus prolDables, on 
n’a pas eonsidere les coeriiciGnts n, 6, c, coinme 
varialilos, el lo probleiue pent alors, comine on sail, 
eln' r(HliiiL a elierchcr le niinhnuin de la somino 
Mais on rocuunriil faeileiuonl ({ue cola no saurait etre 
perniis iei, ou les coofficienLs a, (i, c, sont supposes 
varialiles, par cotlo premiere raison quo, dans lo cas ou 
roil clioisivuil autant dV^eincnts quo d’obscrvations, 
lollies les corroclions s^ivaiioiiiraiciil el quo par coii- 
seciuenl lo minimum absolu do serai! zero, Mais 
a CO niiniinuni no correspondraiL evidommcnl pas ia 
compeiisalion la plus avantagouse. Comme nous ne 
ccmnaissoiis pas la grandeur dos erreurs t?,., nous devons 

29 * 


KOTE 2. 
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' NOTU 3 


fi regard do — y)“l cliorclior sa ilcHoi'initialioii la 
plus avantagouso. savoir sa valour nioyeinic 

r7j0r-“7-)“|, 

et an minimum do celto ({uanliLc corrosponclra, liar siiitr, 
la compensation qui doit Otro cousiddroo coiniiu^ la idii- 
avantagouso. 


La comiiensation la pi tin uvuntiigensa. 

On a, d’aprds los equations (10), (IJ) ot (1^), 

0,.+a,. = m.[ai01 + &4z/0]-i-c,.|20;|-|-.... ( 

0? = arlxO"] -I- [>/ 0"] + c,.|>0" | -1- . . ' 

et comine 0" — 0,. ==. on oliUoudrn, pai’ sini"- 

Iraction do cos deux dqualions, 

?(,. — ti,. = _ i,; -(- rq. \'x (K -|- »') 1 -j- b,. [ ij {u »') | - 1- . . . ( :i -1 ) 

Si nous ccrivons 

le dernier de ces Irois torinos sera ddlonniiK' iiar In 
premioro equation (2J); au conlraire, lc.s deux jnv'inioi ■. 
rontiendront les orreuns inconnuo.s. Aussi no pouvcni'-- 
iious .seuloinent quo detorininor los valours los plus uv.iu- 
tageuses de ces deux tormos. 

On a, d’apros I’cquation (20), 

= nm\ (2:l) 

et, d’apres I’dquation (22) ci-dessus. 


prUrV,. — Prn,.{Ur-\-tel.) — p, , 1(^11, . \x {U~\- n')\ 
—prhu,[y{v,-\-u<)'\.,., 
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t)ai' ou nous Irouvorons I'uciloiiient , au nioyeu de Ui 
I'dgle do la d<;L('miinalion do la valour nioycnno donude 
dans Ic i)aragraijlio precddonl, 

= \jm\\ — [pi? ax] — [pirhy] . 

Cl olio expression so r(‘cluit. en verlii dcs equations 

nn ? — — u? [by ] — * . . ^ 

onsuito nous obiioudrons au iiioyen dcs cqualions (14) 

== ( 24 ) 

Par consoqiicnl, si nous desiguons la valour moyenne 
cherchoe dc y)^J par on posant 

V soru tliHormindo par 

“ [p ^\\ -|- (^ ^ — ^0 

Cola fail rossoi-lir qi? 0 H doit conskUrer comme la 
plus aoanlaqcnso la conqyonsation pour laquelle la qiian- 
titd ei par conshimnt amsi 

\pv^\-\-2e)i? 

a la plus pdiile valour i)Our uno suite donaee d’obsor- 
vaLions, 

Pour nil noinl)ro invariable o d’oMments , la eom- 
pciisiilion la plus avantagouse correspoudra done a la 
A^aleiir minima do e’osl poiirquoi nous pourrons, 

los noofliciouls (), c, olant doimos, cxocutor le 
calciil coiinnc a rordiiiairo; iiiais, si Ton compare deux 
<UiVGlopponionls qni soul calculus pour des nombres 
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cliflercnts d’clcinents, on doil do pints tonir coinpto dii 
noinbre des tdeinonts. 

Nous pouvons aiissi dtUorininor In raleur Jiioyoitiic 
de [pia— y/l d’uno auti’o nianiero, on roinplarnni In 
vraie valcui' do par la valour la plus avanlapoiisi' 

do cettc sommc calculeo avani ks obsorviiLions. On a, 
d’aprds Tequation (iJii) 

(ut — tv)’ = v? (1 — 2 — 2 brih — ) 

!/(»'+ . . . 

-L2u,6,l>y(«=+?d“j;| 

par oil Ton obliont 

[i> («-«)“! 

= [7 ih'“(I— 2«a?~2/u/ . . .).] -f- |,p I 

+ [pii][/(«"+ni + ... (20) 

Ici I’on introduil les expressions do a;, y, s . . . donndos 
par (J5), CO qui fait intervonir l(\s co(‘rficieiiLs iiouvoniix 

C * qni cloivent saLisfairc aux condilioiis (10). 

Dos plus, nous oniploierons la noLaLion al^rdgdo 


* NOTE 4 



phb \1 

M‘'7J 


(27) 


oil le second nienibre est Loujours posilif, u inoins ([u’il 
n’y ait pas d’orreurs do forinulo, uufpiol cas nous anrons 
m' = 0. 

L’equation (2G) doviendra done 

[p(«— v)"] = (h— )«*+[/)« rt I 

+ (^8) 

Gotto expression aura, poLir des valours donndos das 
coefficients rq c, . . , sa valeur minium quand 
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',=0, 7),= a, C.' = 0, ... (21)) 

L.t ics coefficients ?/, . seront done, pour la doter- 

iiiiimtioiT. la plus avanlagouse de (15) fournis par los 
tbrniulc?® 

Si I’on einploic ces valours des coclllcients x, y, z, .. . 
on tirox'a dos equations (11) et (12) 


.1 


0\ 


B 


lP^i3 


o = 

iVoc] 


(31) 


cl 


[pOO]- 


[p« «] 


IpbOf 


IpcOf 

Ipcc] 


(32) 


Si nous voulous de nouveau introduiro dans ces ex- 
pressions les cool'flcionts priinilifs a, ID, c, ... au lieu de 
((, b, c . . . , cola pout I'aciloraont so faire au inoyen dos 
cciuatioixs (3) ot (4). Si nous introduirons en ineiiie 
temps Ics conslanles ?C, IB. S, . . . au lieu de ^l, B, C, .. ., 
ce qui pourlant .sera suporflu d’ordinairo dans le calciil 
pratique , los resultats prendronl la forme sous laquelle 
ils sont lu'escntes d’habitudo dans la thdoric des moindres 
cai'i'cs. 

Si Ton compare les deux expressions (25) et (28) 
do la ^’'FLlour inoyonnc do on obtiendra avec 

les valours calculdos des coefficients x, y, z, . . . , pour 
la ddterinlnation la plus avantageuse, 

(33) 

' n—e 


L’erreur moyenne M dc la dotermiimtiou 
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• NOTE 5. 

• NOTE « 


employee poiii' la dolcrmiluition tie Kdan.s (35) osL, iriipnV 
requation (19) rappeoclieo ties equalioiis (23) (d (21), 
(letonninee par 

U"- = (Q7<F^ l> « '"" |)'- ^ 111“. 

Lc calcul do la valour moyciino eliorchuo ifi |i(mf 
otre cxdcutc sans diflicnild ol le rdsuUal proncl uno I'ornii' 
simple, si Ton suppose quo hi loi ('Xj)ononlic'il(i des 
erreiirs ost valablo ici pour les erroiirs dos oljsorvuLtoiis, 
car nous obliondrons, grace i\ cos hypnliiosoa, 

p^n^. = :1m'' 
et, comnie resultaf final, 

Jr = 2 inn*-\- A‘ in^ m" {n — c).'*' (:5i) 

II on resnlto 

Ilf." 

Goinine nous avons, do plus, trapres la ddlnniiiim- 
tion la plus avautageuso donneo par (IW), 

on reconnai't quo lo rajjpoi'L dt' I’orronr moyoniu' Jl, 

quo nous employons pour la ddlorminalion cl(! la eoiii- 

pensation la plus avanlagenso, a la soniiue 

verge vers zero pour un iiombro croissant d’ol).scrvali(jns, 

si le nombi'e des dldinouLs e csl on un noiubro tloiitu" 

ou dans un rapport donne avoc lo noinbro n clos olj.sijr- 

vations. 



La compensation la plus avcDitfUjease calcitUe dUine autre 

manihre* 

La condition de la conipensalion la plus avanta- 
geivse trouveo dans co qui prdcodo no depend pas do la 
loi dcs orreuvs do form ale cL lo resultat no doit done 
pas vauior, qucllcs quo soient les lois de cos erreurs, a 
condition quo nos doux suppositions relatives aux or- 
rears soint rdalisdes. Pour celLe raison il ne sera pas 
sans iiiterel do controlor lo resultat luouve en execuiant 
les calculs suivant les principos appliques dans la me- 
thode des inoindres carros on faisant ccUe hypotheses 
quo la loi oxponcntielle dcs erreurs soil encore valable 
pour los erreurs do foriuule cL c[uo les inenies poids, 
qui correspondent aux erreurs des observaiions, cor- 
respondent encore aux erreurs clc foriuule, tandis quo 
les erreurs nioyonncs de runile do poids dos deux 
ospeces creiTours peuveuL diffdrer. 

Ell parlant de ces deux suppositions, on i)oiuTa 
dans les equations (9) el (10), savoir 

O;, + = a, A* + b,iy + CrO + . , , , 

O;' =- />, . . M 

trailer les f[iianlites Or comme observations ayant les 
poids pr et Or coniine les valours vraies correspondantes. 
1 j.C!S coiislantos A\ B\ C . . . devront done elre deter- 
ininees suivant les principes eonnus des nioiudres carres 
par le noinbre correspoiidanl fV„equations noi*iiiales<% 

= ( 35 ) 

Ell mciinc temps on trouvera par souslraction dos 
deux equations cLdcssus 





liar suile, an iiioyc'ii c!o‘f ('(|iiali(iiis (:!.“)) (>ii 
par el cn adclilionnanl (oiid's l(‘.s 
ro?ponclciit aux indices I,i2, ;{ ... //, nii nlilicv 

Cp (>'(«' — c')l (•. 

La cldtoi'niiimUoii la ])lii.s avaiilaK('u.s-(> i*,‘ 
clonnoo par I’oqiuilion Ijicii coniiiK' di' la II 
nioiiidres carrfc 

;/ n 

. Non.? poiuTon.s Irailor d'liiic iiiaiiierc niu 
eqHation.s 

Or-\-Vi = (If A -I- l>r I{ I /',•(' 

o;; 1 r,.(”' ..., 

par ou nous obtieiulrons 

[pav\ = 0, lphv\ — 0, |y>aa| 0, . 
et 

0r+Vr~0’,: = JV-K;-?/,' llr{A 

Griico a cello doriiien* ('■(lualion, on iiiulli]) 
2ir'»r et atklilionnaiil lo.s (“(junlioiis (pii (‘(HT('sp(ni( 
iiiclieo.s 1, 2 . . . «, on fronve 

lVV{v~-u—-n’]\ 0; 

do memo cn imdtiplianl par i,,r', on Irourcra d’ni 
[pv'{v~u — u') \ =- 0, 

tandis quo des dqimtions (Jid) ol (:)!)) on liroi-j 
niani^re analogue 


[/Ja («'— i>')] « 0. 
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Do plus on a rdquation coiTosponclanto a (88) 

On poiU oncoro ajouter deux equations quo I’on oli- 
lieut on roinarquanL quo los crrenrf^ d’observalion h no 
deponclonL on iiucunc inaiiiero dcs errcurs u' cL v' doiil 
roL'igine est duo souloincnl au clioix dos coefficients 
0 ^ 6, c ♦ . . . II s^ensuit quo la ddlerminaLion la plus 
avanlageuse et la plus [jrobal^lc sora doiincc par l<‘% 
equations 

[pnif'\ == 0, (4r)) 

= 0. (4()) 

Au iiioyon dcs rolalioiis, los uiios oxactos, los autrc's 

scuIeincnL probables, c[ui out el,6 elablies enlvo los oitoiu's 
— ol nous auvons prdoisoiuout bosoin clc toulos cos 
d-cjiiations — ost il possible do ddloriiiinof la valour la 
plus avanlagousc do — t))“J ox]H'iiuco par dos c|tiaii- 
litds connuos. 

En proaiior lieu, on addilionnaiil los cinq dquutions 
(37), (41), (42), (43) ot (4l>) on trouvo 

0, (47) 

laiidis c[ue los d(iualions (44) ol (4-5) donncronl 

n »— e ■ ^ 

An inoyon do cos deux d((ualions, coinbindes avoc 
I’equnLion (38), nous pourrons dlimiuor ot 

par oil nous oblioiidrons 



La valour la plus avanlngouso do j p()< 


clone 



expression cjiii se transrorinerii on 

ai nous infroduisons la notaticjii /«, rerri'iir in 
I’unite tie poicis, el si noun roinpliK^oiiH |/)/ 
valour la plus avantagouso do eolto somnu', a i- 
Lo rosultal, osl done i<lcn(.njue an resid 
dans I’articlo prcccclcnfc. 


7. 

AiipUualionti. 

La condition pour (jn'on. p/fioh'o ohlrui)' h 
meiUenr par les valeurc conipoist’cs t/ua par i 
observdes est 

Si I’on romplaco ces ((uuutiU'cs rospoc.livt 
leiu's valours lo.s plus avanlagcnst's, tmvuh'lpd‘l-j- 
et Mni\ on oblicndra 

ii~e ’ 

condition cpii done doit 6trc roinidio, si I’oii \ 
y ait avanlage probable d fairo la euinpensal 
les coefllcienLs adinjs. 

Si 1 on no connait pas I’eiTc'ur inoyc’niK! in < 
de poicis dos observations, inais an eontraire le 
vraies dos cooffleionts n, b, c on j;oumi, o 
la compensation avec cos cooflieionts , diUori 
valour la plus avantagouse do m, au inoycui do i' 



oqualioti qui re.^ullo rto (:33), car noiw aurony dans ce 
cas ))i* = 0, 

All conlrairc, si Ton ne connail iii les valours vraics 
dos cocfilcicnls a, b, r ni rorreur moyonue de Vimite de 
poids, on ne pent pa.s savoir, si la compensation donncra 
an r^suliut meilhur (jiie les observations immMiates, 

Pourtant, memo dans ce cas, la compensation pout 
Olro cVuuo ulililo ossonlicllc, fi lui aulre point do vue. 
''J'andis qu’on no pout, comine nous Tavons suppose, 
rion savoir de la ^a*andoiir do la ^sommo dcs curres 
des erroLirs d’o!)sorvaUon ellos-inCmes , on pourra an 
conlraire d(Hormincr par la compensation les Hmites^ 
enire lesguelles est vraisemhlabhment comprise la somme 
Ip(h — des carrh des valenrs compens^es et I’on 
liouvra de cetto manierc jugor dans im cas donno, si 
I’on poLii, ou lion, so contontev dos valours compensees. 

On aura d’apres (B3) 


oL si nous introduisons (iolle valcur do m"" dans Vox- 
pression 

nous ohtiendrons 

deux oxpi'ossions qui font voir que V ou la valeur la 
plus avaiilagouso do \p{n — ?>)“] osl conipi'iso entre les 
liniitcs 
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Poul* e In, cos liiiiil('s ('oinoidonl, 

i2) La coinj}ens((fion ra/rnlre rfnnmr a /V>yv//Vf// 

Ivs ml ears vraieti f/ca vorflitucnh n, li, c, , . . f\> 
((vaniageuse j (lU^dicana unfro roiniivnHufion a an i 
fVflmeufs {gal ou plun grand Par cousniui'iil, j 
n'a (|Li’uJi cluinonL^ los val(‘iirs vraiVs dt's o.()(‘l‘(i 
doimoront toujourH la (‘oiniRMisalioii la plus avanla; 

On roconiiail la(*iloiiioJil IN'Xiiatihalt^ ilr oc'lLa 
position, on posanL dans rina‘ <l(^s oxprossioiis rhi 

do r 

(n- r){ni^ | y//'*), 

par on Ton obiionl 

V (>id I (a - 

Si l^on so sort dans la (^oniponsation dos val 
vraios dos coottidonis n, b, r, nii aura n{ ( 
par con&dc(nont 

K 

ail contrairo si I*ou so sort d’aulros vah'ui'.s ri si 
admet e' dicnionts, on aura 

V ^ f/nd\-'{n -r)n{\ 

valour qui cst plus {^Tandi* i(U(' la ] >rd( :(’d{'iil(‘, rnf'*^ s 
est dgal ou supdricur a {\ 

^lu contruiro, on paid ohtcnir a nr rominuiHidion pi 
amniagemo avec an nonibre plua jwlU dclammlfi. 
D^aprds (32), nous avnns 

\pcia] \phh\ 
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on (.lonigiiaiil pai’ / lo doriiior dos {Momonts u, b, c . .. 
taiidis quo lonr nomliro osl dosignti comme dans ce qui 
prucodo ])ai’ e. 


Si nous iiegiigooiis Ic demioi' tcrmo do ccLlo -sorio, 
olio sora augiiienldo do lo nonibvo dos ele- 

inonls diiiiinnora d’uno imild. Par consd(|uont, on ndgli- 
goaut lo dornior cldinenl, on augniontcra V do 


Done, si Ton a 


iy//r 


— 9 


)ir. 




cot aceroisseinonl sera ndgatif, el I on poiil vrniseinblublo- 
incnt avoe avanlngu nugligor eo dornior dldniont. Quo 
les obsorvalions juiissonl on rdalitd avoir do tellos valours, 
c’osL CO qui so voiL lacilcinonl; rion mdino n’ompoelio 
(Vimaginor uno sdrio observations pour hupiollo [ /)/0] =0. 

11 va sans dire ([u’on pool do inoine so doinaudor, 
si I'on no doil pas ndgligor doux on plusiours elduionts 
ot I'oinplacer Ics coeriicionls a, 1), c ... quo Ton cou.servo 
par dos valours aiilros quo colics qui origiiiaironienL 
utaicnl le.s valours vraios. 

b) Si I’on no coniuu'L jias los valours vraios dos 
I'ciel'ficienls o, b, c ..., on doil elioisir cos valours arbi- 
Iraireinent, do inauidro [)ourlanl ii salisfairo a la con- 
nexion donndo eiilro olios, d’oii ddj)ond la compensation 
(voir section 1). 

EnsuiLo, on calculo succos.sivomon( los cooflicionts 
«, &, c . . . (voir section 2), ol Ton trouve do celto nia- 
iiiero los termc.s successifs do la sdrio — [pOO] 
intliqudo ci-dossus. 
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Quand on parviont ii un Lcnno nuniariquonoiil plus 
petit quo 2w/*, il doit otro ndgligo ct d(‘ imMno rdldnitMil 
correspondant; on gcndriil on ))ouiTa s’on tcnif aiix 
tenues calcnlos avant eolui-Ia, 

Si, do plus, m osL inconuu, on poiirra pniirlant on 
tout cas 1 ’cconnaiti‘o quels lerinos do lu sci'ie on ne doif 
pas )dpU(jer\ ainsi tons los toniKss (pii sonL iuiin('ri([MO- 
mont plus grands quo ot par consequcnl aiissi los 

tenues i(ui sont plus grands quo doivoni otfo 

conserves. On pourra ici detoriniiier |,yn)''‘] an inoyi'ii 
des tonnes dejii calcnlos. Bn general il no sera jias do 
grande consequence pour la ddtorinination dii noinhro 
des dlenionls, quo Ton connaissc w, on non. 

Finaloineiil , si Ton vent coinpan'r piu.siours coiii- 
pensations calculeos avec des cooriiconts din'cTenls, on 
doit on proinior lien determiner ])oiir cliaipio eonqionsa- 
lion on parliculier lo noinlire le pins avautugoiix d’dld- 
nients et puis comparer los valours d(' T obteiiues do 
cede maniere par los differoiiLes compensations. 

Parfois on pout, on outre, domamlor s’il esL iilu.s 
aA'antageux do calcuicr loutc la sdrio des ohservations 
avoc les memos coefficients on do la sulidiviser on plii- 
.sieurs sdrios et do calcuicr chaque [lartio an nioyon do 
coefficients particuliers, auqnol cas on doit roinanpier 
quo, los nom))res des eldmonts des series parliculiert's 
etant c\ e" . . ., lo nomliro lotal pour tonic la serio sera 
c'+e"l- .... 

Une telle subdivision d’uno serio doiiueo d’obsor- 
vations pout, pai' exoinplo, olrc encore appliifuee a de.s 
observations do deux ou do plttsieur.s ([uanlitds, dans 
iesquelles los valours obsorveos sont melees d’uno inantero 
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iucoiiiiuo, ou k cles ol)f;m‘vritions (Vinic soule qiianlilu, 
pour lesciiiolles Ton connaii I’errciu* moycnne dos er- 
rours aecidenlclles^ mais oil ye soul eii outre intro diiitcs 
ilc^ erreury eonstantcs pour (iiielqucs observations parli- 
OLilieivs, sans qu’on sache pour losquolles. Nous ne 
traitcroiis pas ces probleuics imiiiculiers de compensation, 
[iurce quo nous avons indiqiid la iiiarche a suivrc pour 
iroiivcr line solution, s’il on existe uno, Ic problenie etaut 
en tout cas reduil a la detormiuation dos corrections v 
do inaiiierc a obLeiiir pour la seric totale cVobservations 
la valour la plus petite possible do 

\pv^\ + ^enf. 


II. 


m 



NOTES. 


NOTE 1. Co iHeinoii’O coiiLionl. un .siti)i»Ii'iiionl u lii 
Iheorie orclinairo de la coiTipcn.sii(.ion (lo.s on'('ui'.s d’ol)- 
servation. Eu sc mcttanl tan point do vuo apriori.sliifiio, 
Lorenz soutienL (luc, ni<}nie dans lo cas oil I’on coniimT 
les valeurs vraies des dleinonls, on ii’oJ)tu'iidr!i pus loti- 
joiirs la compen-sation la phis avnntiigou.s<! on .so .servant 
do ces valeui'.s vraio.s. 

La tlieorio do Loronz a old comliatluo jnir M. lo 
capitaine (a 2 »reseut genera!) Zacliariac.’’' 

NOTE 2. La condition 

— t'/j ~ Min. 

donnera le indmo rdsuKat (pio la thdorio orilinniro ilis 
nioindres carriis, ,si I’on roniplaco, (ioinino lo Ikit J 40 i'i}iiz, 
los qiianlites inconnuos par lours valours inuyomio.s. 

NOTE 3. Le texto do Loronz on CO passage osL 
tr6s peu Clair. Loronz dit quo la valour do o.st 

deterniinde par rdcfuation (21) oL ifuo, pour oetlo raison, 
on no pout deterniinor la valour la j)lus arnn tagcusi' do 


" Voir .Tittekriil for Mallieiniailc-. im. Ziicliariito : Udjovnitis 
nf lagttagGlsesfejt (deti.x notes) p. 97— 103 ol l«d--i,S,S, ct Iw 
icpliques (le Loronz, (Inna le n)6iae journal, Bidrng til lldjnv- 
ningsproblemot, 187a, p. laD-lfiS et HI Ujonsviir, 1873. p.31 
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Ip — - \.P + Li^ ^11 ^1^^^ doux premiers Icrnios. 

On doit done en concluro qu’il consid6ro coninie line 
conslantc cL quo par consdquonl \imv] ===== 0. Le re- 
siiltat no Concorde pas avec celui do Lorenz; mais c’esl 
qii’cn ofLcl, ici comme dans la forniulc (28), il rciiiplace 
la vraie valour do Vr par sa valour la plus avantagciiso 
calculeo avant robsorvatioii. 

NOTE 4. Jo no poux pas voir pourquoi la qiianlitd 
designde par Lorenz par doil etre supposdc positive, 

NOTE 5, L’evalualioii de Texpression 

= (Ly??| — 2 \p H i»j) — (2c — uf m* 

])cnt so lairo clc la niani6i'o suivaiito. 

On a 

= [iJiC‘J-\-^i:\puo\\i)a(t> — «)] — (2 c — 

nous aliens calculor soparcinenL la valeiu' cle chaque 
termo. 

On a 

[ p ?r I =. p^ -I- p^ p„ 
et i^ar eonsdquenL 

[j(j I* = [ji/ ((' I -|- ^ 2'prPt /ir«i , 

Ohio cloniici'gi’oupc coaiin’ciid lei’iiios, ot coinmo 

= :hm’, prttl = Hi”, on aura 

|>Z]“ = i<(it + 2)iH'. 

Clonsidorons onsuiLo lo tcrnic 

Ipue] [pu(v—uH 

= [^» «ljr4^^Tpc(«+7?)7— 

X ip>i(n' — a[x{u~\-u '\ — /i[y(i<-l-'0) 

:i0» 
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Tout Lcriuo qui ne contienL ?/' qu’a la proinicro j^uif 
sancG s’cvanouira; aussi les ternius qui depondent de i 
so Iron vent ils clans roxpi'ossion 

[^) H {u' — a I X »'] — b \-yu'\ . . .)]’ 

= — 2aa;H'“ — . . .) 

== — e). 

Rosto a calcnbr la valour do 

— U> « a |> ” * r 2/«l • • •] fp '« > > •) 

= — [;j rt®] I jac •••] + [ (« -h (7/ • • •]' 

Mais on pent rempiticev ^yc®, par w<% par 3?«* 
par consecpicnl, on aura 

ot coinme [ctx] = [/;/y] . I , il viondra 

Fiaaleiiiont on aura 

i‘pH(rt \xii\ +7>i7«j7 . .r 
= . . . 

+ 2[pi<«] [pai] [era] [(/«] + . . . 

. . .) 

+ 22-ljj«/0[7 

+ 22'2'<q/>,a:^v/, + 22'2'«c&sa;jp,.j 

= [|j +22’[«.r]®+22’[«pJ 
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Mais cominc = \])uc\ = . . . = 0 ct, par 

consequent, [aij] =• \az\ = ... = 0, on vorra I'aeile- 
mont quo tonic I’exprcssion so roduil u 

/jd{:Je + e(e— 1)). 

On aura done 

■= «{»-{- — e) — 4«de(«-|-2) 

-{- 4 m* (d e -|- <? (<?— 1)) — (2 e — tif ijd 
= 2 H m* -|- 4 m^m' “ (« — e). 

NOTE 6. Lorenz a, par niepriso, 6crit 

jy <l/2«.»d; 


mais sa conclusion ost pourlanl juste. 




SUE LA EfiDUCTCIOK 


U FAOTETJR EaLEEIEN. 




SUR liA RKDUOTION J)U PAOraUR EULEMEN. ’ 


^ mm 1 . 


TlhSI^KltlKT Ki)ll MATH KM ATI K ls71, 

Ijow luiKMaons LranscoiulaiUos ([ui soroiit IraiLcos id 
pouYcmt. Cilvi) (jlas«ifh‘os do la ii)miior(i suivanU'. ha Iruns- 
t'lindiuitn liioiidnu^ tin proinitT ordro ohI doliiiio j)iir 

ou la liniiLi^ sn])m(niro tie rinlo^Talo osL i\m roiidkm 
alp<H)nt[ius (1(‘ iV oL //» Landis quo la liiiiilo inloHtairo osl 
nn(‘ (‘nusUinlo* ItH LnnoJiun /' ('.si, (soiuiiio los aiilrcs 
rondiouH ([ui, duns on (|ui suil, soroul. dasi^iaios \)i\v In 
iiiriiKj iolln' aUboldo iriiidicos dillon'nls, uno fouclioii 
al|. 5 rl))'i(|U(‘ d(* la variabk^ indt'ptimlaiilo, id a\ an con- 
iridro, nii supi)OS(^ i\m 0 no puisstj pas oLro ox[)riinoc 
al|^a‘l)ii(pioni(niL par la vudahlo. 

Vna fonction IrammitliOile du premier ordre qiii 
osl di'si^’in't! ])ar /, (‘sL uu(^ Ibiadion al^(‘bi'i(|uo do x, ijy 
lransc('ndaiiL('H inoiiOnu's dn pmiiior ordro coinino 0^^ 
fi\ ... (d dos ronclions invt'rses dt? 0^^ ()[ ... yj^y ... 

ianisidm'os cniuuK^ roiidiuns do //, ... Une fonvUon 

iWfUidmn du m\imd ordre a la forme 

K S/KO'//.- 

ha foiui'um Iraiisoouduiilo tin second oi'dre osL uuu 
Itjiii’liiiu ul( 5 <!l)ri(|iii' do a), y, iV,, ... Tj\ . . ., 0[ ... 

5Ja) % ...i (loriiiororf foucLioii-s .soul Ics fonolion.s 
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NOTE 2 . inverscb clc 0[ En continuant clc ccLl(‘ inaiiinv, 
la definition dos transcendantes mononics et (l(‘s 
lions transcondanlos d’ordre siipericiir est imnuHliaic’iiiriil 
evidcnto. 

Une equation on I re los fonctions LransccMidauhN 
iadite espece ecrite sous la foriuo la plus sini]>|(', ilv 
niani<!?i'o quo Ic nombro dcs transcendantes niondnie^ <\v 
I'ordro lo plus eleve et dc lours fonctions inv('r.sps soil 
reduit a son minimum, doit etre identique en parlicnliin’ 
par rapport a chaque foncLion do Iadite cspoce; i*3ir 
autremonton pouiTail oxprimer une d^ollos alg'cbriqm'incjil 
par les aiitrcs et par les fonctions d’ordro inleric'ur, ile 
sorte que le nombro des transcendantes dc I’onliv Ic 
plus elev^ no sorait pas reduit a son minimum. 

Je snp])ose inaintonant qidune equation doiiiuV 
(hj~^Pih — 0^ oil Post line fonciion algebrique (!(‘ x 
ct //, a un faoteiir integrant qiii pent 6tre oxpriimi par 
los transcendantes de Tespeco ddfiiiio ci-dcssiis; h* \mi- 
blemo a resoudro sera, de trouvor une forme normair *\ 
laqnelle pent Gtrc reduit chaque faclour Iranscondanl do 
iadite cspece. J’ai chcrclie a rcsoudre ce prolilenu' ilr 
cetto nianierc: j’imagino qu’nn facteur intdgranl A' sail 
donne coinmo foiictiou transcendante do Pordro (‘*<*^1 
a dire conime fonction algebrique dc ... v/n^'^n 

do fonctions inondmes d’ordre infdrioiir, dc lour.s foiir- 
tions inverses oL eidin de ce et y. Jo cherche alms i\ 
rdduire ce facteur a nn autre, d’ordre inferieur (4 aii^i 
do suite. On suppose toiijours dans le calciil (file le 
nombre dcs transcendantes osl reduit a son minimum. 

Nons cherclierons d’abord la reduction do P j>ar 
rapport a que nous designerons provisoircmeiil, pinii* 
abrdgor, par la seule lottro 0. 
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L’oqiiation dc condition du facloni' cst 


8F dF 8P 


( 1 ) 


Coinino F ost nno fonction algcbriiiue dc i) (ol dcs 
antrcs variables), nous poniTons considerov F comiue 
racine d’une equation algobrique imklucliblc 


• • • + (tnF" = 0 , ( 2 ) 

oil Ics coefficients sonl des foncUoiis onliLn-os et rationnellcs 
dc 0 (ct des antres variables). Do la mciine manievo P 
e.st racine d’nno equation algebrique; niais a uno racine 
p.'ii'licnlioi'e do cclle-ci nc correspond pas nccessaircinont 
unc racine c|nelconqno do (2), cL il n’est ponnis quo de 
.siipposor r[u’uno soulo racine dc (2) satisfassc a I’equution 
clifforcnliclle (1). 

Soil QO’ la valour limitc vers laquello tend unc racine 
dc I’cqualion (2) , lorsqno 0 croit a I’infini ou , ce ciui 
reviont au memo, Ic premier tornic de la serie c[ii’on 
obticnl par lo developpcmcnl do la racine suivaiit les 
puissances dderoissantos do 0. 

Gc tcrnie pent dire ddlermino do la maniOrc sui- 
vanle. Dans rcqnation (2), F esL rcinplacoo par el 
Ton sepavo dans ics eooflicionls rq, ... les tonnes 
qui conlionnont les puissances les pins dlcvdos do 0, a 
savoir cjFo, c.JFi...-, nous anrons ainsi provisoireinent 
rdquation suivante pour ddterminer Q 


cjF<‘-\-cJPi+‘Q ... v„jFm+>»‘Q«‘ == 0. (li) 

Pour* Irouvor los valours dilTerontos que peul prendre '■kotks, 
Q, nous chci'chcrons d’abord rexposanl /i, pour lequel 


2 




P 



(jii p cletiigiio un iiulico quolouiKjiio plu.s j^ri 

Puis on pent poser s — valour 

tjiiello par oil Ton roconiiaiL qt 

posant lie t) clans (3) n’esL plus grand iji 
negligcant tons Ics terjnos donl las exposuiil 
petits quo d'^<‘ sera laolt'ur coininun (l(3.s 
tants et le coel’licient ile IP'> (>gale a ziiro di 
equation propre a detorininor Q. 

Si osl I’indicc le plus grand des lernii 
deniiere equation, on chorchora onsuile mi <’ 
ii imlice plus grand, pour Iciiuol 

'•-2 P-<f' 

oil [) (Idsigno an iiiclico quolcoiiquo pins gri 
Puis on pose s = par oii Pou 

ot par consjcqiionl sora a presoul la 

la plus grande do 1) qui entro duns (:5). Kii 
tons Its tonnes do dogro inforioLir oL en di 
on obtiendra uno equal ioii nuuvni 
tiuelle d’auti'os valours do Q peuvoiil C)li\) dc' 
Ell continuant do cetto inanioro, on olili 
equations suffisantos pour la ddlerniiiiaLiun 
les valours do Q corre.spondaiit atix m rariiK^s 
tion (2). 

Uu i*estc cos equations pouvonl aisdiuciil 
veos do la inaiiiore suivanto. Qii’on roprdscnlo 
CO mine des ovdonnecs successivos raiigeos d’u| 
indices et quo Pon conslruiso un polygonc coi 
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.^iiievo a (airc comcidci* soft f^oinnioh avec Ids (‘xlro- 
^jt€S dof? orcloniidos, de l(*llo nmniero qii’aucuno d’olles 
^ soil oil deliors du i)olygono. A chaqiio ootei dii poly- 
^iio passant par deux ou plusiours points ft corrospondra 
jpi's line equation en Q\ par oxemplo, a im cole i>as- 
pai' los points corrospondra I’eqiialion 

Apres avoir Ironvo do coUo luanioro la valour clc 
)(}> corrosponclanto a F clans I’cciuation (1), nous rem- 
iluCons F par cclto ciuantitd, cL, coinnio I’dcjuaLion est 
Ic’iiticiuo par rapport ii 0, nous t^galorons ii zero ie 
£>efficicnl do la plus haute puissance de IK Coinmo 

^ ot no contiennent ciuo des transcondantos d’ordro 

'.r S;i 

iifcrionr, coLte ])nlssanco est OK et Ton trouvera 


^9. 1 I ^0 

"dx dtj Oy ‘ 


0 , 


jar oh Ton roconnait quo Q, qui ne conllont pas //, osl 
in faclour inldgranl. 

Do la incino maiiierc on pout reduirc le faclour par 
■ap])oi't a toutes los transcondantos inondinos crordro n ; 
?t Ton oliliondra linaleinont un I'actouv ne contenanl quo 
es I'onctions inverses dos Lranscondanlos inoncnnos 
S’ordre n. 

Si une telle fonction est designee par el si Ton 
sort do nouveau do la lottrc F pour repiAsenter le 
faclour integrant, I’dqnation de conrUlion sera 


^ Oy ^fiy)dy 




5/„_i . . dP „ , 


(4) 


oh la diffdronliation par rapport fi y csl indicjucio so- 
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pa'inont et oil yj ost la fbiiclioii iuvorso clu 0 ~ 
d'ou rdbullc 

d,j _ „.L 

('(n-t f‘W) ' 

Dans rdquaUon d-clossiis nous cliorclKin 
Jjciont de la plus liautc piiissanou dc jy, n 
deteniiino do la nianiero iiidiqiu'o oi-dcssus 
torme do Qrf dans le ddveloppeinonl do A' ‘ 
pui&sances ddcroissantes dc En indiiio 
trouvera la quantity A’jy'' oil h o.sL uno consUi 
le pi'oinicr lemio du ddveloppeinonl coirespi 

Los tonnes do rdcjualion (4) (|ui onl 
considdration soronl done 






,<^-1 





"h * • * 


II s'eniauit que Q sora lui lacleiir iiiLdgraul 
plus petit que on si s esL egal a 7 ,vvo, Si a 
s cliffere de zero, on aura 


par ou Ton voit, en diflerentiant ^equation pai 
a y, que ~~ doit otro elle'-inOnio uii factonr i 

Enfin, si a on doit tonir eoinpto do 

ternies de Tequation (5), et 1'dqual.iou qu’on ul 
egalant le coefficient de a zero fait voir quo 
&eia un facteur integrant; car, si Ton rcmplac 
cette valeur dans Toquation do condition (1), 
tiendra fequation trouvee. 
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AjinXs nklnclioii ))ar ra])porL u loutos ics Iraiiscen- 
ilanles iiiver'«\s d’orclre h, la factcur iuldi-Tanl peul olre 
inis sous la Ibnno ou e^'k-i+^n-i, oil ot 

sont (li's ronolioiis Imn.sconilantos d’ordre {«—!). 
Nciiiniiioiiis, on vno dos caloids <|ui suivront, co factcur 
sera i’ai)|)Oi'l(* ii la Ibrinc plus gcndralc 


F == eFn-i + , ( 7 ) 

oil ( (’!, ... son! dos constanlos. 

Ij’i'xposaut do e, quo nous designorons pour abregor 
par p, a iioui’ ddrivi'o par rapport ii uno variable quot- 
roiufiio uiio IbiicUon transoonclanto d’ordre infdricur &. n. 
Hans I’dqualion do condition do ^ 


Dtp 

Ihv, 


^ ^// ^>J ’ 


( 8 ) 


los Iranscondantcs inoiidnios cl lours fonctioiis inverses 
scronL nu plus d’ordro «— 1. Par consequent, colte 
equation ost idontiijuo par rapport a Oa-i et pent done 
i'tro (lirieronlido par rapport d cetto variable. Gonune 
Ics cooflicionls dil'liercntiels do On-i, do indmo quo P, no 
oonlionnoiiL pas 0„. i, I’dqnation doviondra aprds avoir 
etc dil'ibrontido''' 


- q- - - 


Dx 

Dp 


( 0 ) 


ir) 

Par .suite, .si A-n’est pas uno constantc 
dOn—i 

mvii un lactour inlegranl; ceiui^'Ci est done rdduil a rordre 
n—\. Do niCniG on pout faire une reduction analogue, 

conslanl etc,; ce n’est qne dans le cas, 

(JUn^i 


NOTE 1. 


NOTE 5. 



a la fornii-' 
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oil (f 




^ H-i iAi— 1 -f- 6f,_ I . 


tpn-i nc* conlcnaiil lias 0,, i , , . , mais seiili 

leiii-s fonctions iiivorsos, (jii’on no peuL plus faire a 
reduction ultdrieuro. 

Si I’on clifferciilio l’iM|ualion (S) par rapport a 
quo nous dcsignorons jiour abrt'yfer par la soule let 
«KOTEB. el si I’on cliviso par /'(iy), on trouvora* 




. -L 

Uiji (X-ti) 
Ox 


) 




Par cotto dquation on iit'iil ilo nouveau rddui 
lactcur integrant ii rorilr<' u — 1 , i moins quo 
3 I 

n’ait ^ c, (Vou Ton tldduii’a w = 

^0 nv) ^ ‘ . 1 '^ 

(p etant inrteponclani do iVlais on reconnait fi 
ment, que la dernidre* integriilo ost d’ordre moinciro 
do maniei'o que no conticMit pas en realitc y 
ce eas. 


Nous pouvons done concluro, on bion quo la I 
lion </>„-, do I'dqiuition (10) no doit contonir aucune 
transcendantes inverses d’orclro (ji — 1 ), ct je aura i 
la forme 


p == <pu~2-\-('tt~\0n~\-\~ Cn— if^n— I . . 

ou liion quo la factour inldgrant pout ctre rddii 
rorcire (h— 1 ). fliais on poiu'rn alors continuer la rei 
tion de la nifimo manidre quo ci - dessus jusqu’a ce 
nous arrivions a la fortno do 50 indiquee dans ( 


* (I’c'it SI. le Dr. phU, Jul, PotBri^oii (jui a lo premier roma 
cette equation 
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Mais oil reconiiail alors facilenicnl quo la rocluctioii pout 
otre continnOo jusqn’a ce quo nous arrivlons fiiialciiient 
a la foi'ino 

<p = ... 

Oil (fi est Line fonelion algcbric|UG de x ei y. 

DonCf HI le facleur KnUrien deViUjuatioH (hj-{-Pdx = 0 
pent eh'c exprim/^ j)ar des /m}isceHd((?ites de I'espdee aou- 
sid(Wc fci f ce facteur 2 )eut Cdve rMuit a nne forme mr- 
malc (t6tevmink par 

]P ^ 

Lgs 801155 des notations employees clans colic equa- 
tions osL mis en evidence par co qiii precede. 


SI 
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NOTES, 

NOTE 1. Go niduioiro (;.sl iin rouiiuiii'iiii'iii (l’eiii« 
note ,Oin (leu Euloi'sicc Factor" (sur Ic ra<;l(!iir Miilcrii'ii) 
insdreie dans Walli, Tidss., JH7;}, j). 174—17(1. 

Coniine M. le profossciir J. I’olor.siiii aviiit avcili 
Lorenz d’luie orreur contenuo ilan.s ladilo ii<)l<‘, liitiilis 
((ue Je rcsultat conservait su valklili', Loi'iaiz a c'cril, lu 
present miiinoiro. 

NOTE 2. Los 1'onction.s iiiversi's -ly,, soul (Ic'dinics ilc 
la niiUiidre suivantc. 

Soit oil csl. nno roiirliiiii 

franscendantc d’ordro n—l; alors on aura 

OH bion 

%. __ J 

NOTE 3. Lorenz chorclie les valours do pour los- 
qiielles deux terinos au tnoias out do.s oxposaiils I'gaii': 
et siiperieurs a tons les aulres. 

Le plus gi'and exposant doll an moiiis dim r‘H’al i\ 
/lo) et Ion cherclio a dcStorniincr nno valour tin .v poiir 
lacjiielle = m-\-sq ost siiperiour on an nioins djjnl 
aux valeurs des antres exposanls. On doit done aviiir 

/A = m -f- sq > jjj, -(_ sp , 



m 

oil p |)oiit otrc nil iioiiibre quulconqiie coiiipris ciUro 0 
et m. Par suite on aura 


6' 


Pd — ^ Pd — pp 


(«) 


el si coUu condiiion osl reinplie, .b' pout avoir la valour 
iiuliqudo par Loroii/^^”- — ♦ 

ost la valeur minimum do s, Supposons qiie 

(j soil la plus graiido valour iDour laquello = p^-\-(js; 
alors on aura, 

Pp H" < pQ ~\~ » 

si ot p<qy ol Ton o))Lioiidra luio iioiivello 

valour do s on dierchaiit un nombrc r></, pour le({uoI 


pq-\-s{i ^ pr'i^ ^^^'^Pp~]r ^P i (^) 

j) utaiiL un nombro ([UGlconciUG compris enlro les limited 
y ot }}L Si cotlo condition ost romplie, on pout poser 


s 


^ p^tj 


On roconiiait faciloiuonl qidou pout coulinucr de la 
iiidnie inauicre on so servant a presont de pr oomiue 
point de depart, si r est le plus grand nonibrc pour 
Icqncl la condition (Z^) ost remplie, ot ainsi de suite. 

Lo raisonnoinoiil de Lorenz n’osl pourtant pas exact, 
car on nc sait pas si les coefficients a ue contionnent 
pas do variables qui doviennenl inlinies on memo temps 
quo 0. 
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NOTE 4 . Oil yoit inuinVlinLoiiioii) f(tio 


, /(I) 


iiiais on pent ccrire 


--+^7 


< 9^.-1 


^ df (^On-l 

dx (9/7„_( dx ' 


0 ; 




on 


(Idsigne I.^ cldnvec do (p par rupporl a 

olaiit coiisiddrde coniine une variable inddjioiida 
Tuie on aura 




(J\ 

"Md _ ^A-Zl L 

5/4-1 Ok-i ' dx ■f' 


ot cif nioine on obtiondr 


dx - - — 

d('^) 

iondra la valeur do , 


f)f/„ .1 


NOIE 5. - sera mi facloiu’ inldgraiil 
ii’e^it pas indepcndaiit do y, c’cst a diro no ai 
lias a line conslante on n nne fonctioii do x seal, 
n’a pas consi fiord le cleriiier cas. 

NOTE C. yi est detinio par I’dipialioii 
/«-2 = lf{yin~i)(iyi„-i, 


oil aura 


et, |)ar consequent, 


d^n-i ^ I 




dosigno la 


on rogarclant yjn-\ 
Puis on aura 


(.Idrivdc do <p par rapport ii ji\ prise 
conimo line variable indopondanLo. 


c))y„_, d,C d/jn-i ’ 


fftjn- 


et, api'L's multiplication par 


_ 1 \^2 
'/{yjn-l) I 

.-L-] 

_ ___J \ i 

/■(^«-i) Ox /'(3?»-i) ^>-1 

J.,.] ^ 

__ t I |/(^»“"i) I 

"07jn-i Sx 

s(-^ 

_ \f{yjn-A) d-fjn-i) 

dx~ • 


Do la nidinc nianiere on oldicndra 




EQUATIONS 

OINETIQUES FONDA MENT ALES 

D’UN SYSTEME DE POINTS. 
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EQUATIONS OINETIQUES FONDAMENTALES 
D’DN STST^IME DE POINTS. 

'jmSSKlirifl’ IfOlt MATIIISMATIK 187l>, 1' 81-8i3. 

Un point doniio, fixe dans I’cspaco, elaul determine 
par SOS coordonnees «, ft, c, convonons que lo nombre 
ties points apparlcnant a un systemo donnd qui se trou- 
vent, A rinstant t, a I’interieur du paralltflipipode limits 
par los plans a ol « + h ct h + ilb, a et c + t/c soit 
ropix'sente par 

N {ty a,hyc)dz5, 

Los points pouvent avoir dcs vitos.ses diffcrcntes. Ceux 
d’entro eiix dont los vile.ssos conqmsantos sent comprises 
outre le.s limitos «' ot a'-\-da\ h’ et b'-\-db'y d et c'+rf/ 
seronl supposes an nombre do 

A*' [ty U, by c) S {ty Cl, h, C, U' , d , C') f/© (/S' , 

oil dm' == da'db'dc'. La fonction s pent dtre appelee, 
d’liu Icnuo empruntd an calcul dcs probabilUcs, Icc 
prohcibilitd des composantcs do vitesse a', b', c' dans le 
parallelipipede © el au moment t D’unc maniere ana- 
loj'uo, soit Sy {ty u, by Cy u'y 6 ', c’ , u"y L" , c") la probabilite des 
coniposantes d’acceloration a", b", c” qui correspondent 
aiix composantcs de vitesse a', b’, c', aux coordonnees de 
I’ospace f{, by c et au moment t, et ainsi de suite. 

Lorsqu’un point d’un sj^stcmo qui, au moment 
clotine ty a pour coordonnees x, tj, z et pour vitesses 
couiposaiites y', d, satisfait aux conditions 



4.f^G 

«<.r + .r'r-|- ... < + < XZ + i/V-t"- • • 

C<2!+s't-\- . . . < 6-+f^C. 

il so trouvora, au I^oiit flu temps if + t, u Fin 
parallelipipotle TO. En nog'ligcanl los ])ui.ssaiicos si 
de r, nous poiuTons detorminer le noinbro total 
qui au moment t-\-t so ti’ouvcroiit u I’iiiterieur 
lelipipedo rfTO par I’integrale 

iN^ {i ~|” Tj ff) t'J rf® 

= ^d3^dif(h"^(lxdii (h iV {t, .r, y.z) x (t, .v, ?/, z, 

ou les integrations par rapport a i/, z dni 
offectuees entre los limit os « — .rV ct ff-|-fZ« — .a' 
et b-\-dh—y'z, c—z’r et c-\-dc — «'r; cellos (p 
portont a x\ij\z' entre los limitos ti I’cxtdriour ( 
s s’evanouit, car ees variables dolvont parcoui 
ie.s valeurs possibles. 

De cotte maniero ou obtiondra d’abord 

iV {t + r, «, 6, e) -- N {i , x, //, z) s (t, x, y, i 

oil 

= a’V, y — b — y'z, z = <;—z'r, 
et puis, en comparant les coefficients do r, 

Pour abregcr, on dcrit ici N au lieu <le N{ 
ct s au lieu de s{f,(t,b,c,x' y’s’). 

Nous appollerons I’integralo 

^^^(Iv'dy'd^ sad 

la valeur moyenne do x' corrospondaulo au poiii 
ct nous la ddsignorons par a' , el nous dd.sigiio 
nidmc los valours moyonnes do b' ot c' par i' ot 
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roiiiploi do CCS notations, Puquation ci-dcssuia prendra 
la Tor me 

„ ,,, 

dt ‘ du ^~db~ ' 

D’mic inaniLTe annlngno on poumi deduiro de I'etat 
du systemo an luoinent i le noinbre lotal des points (jiii 
so (roiivont, au lioul du Icnips t + r, a I’inteneur du 
]jarallclipip6dc fte, si on inonie temps les coniposaiites 
do vilesse sont comprisos dans les limitcs du parallelipi- 
pode dm ’ ; c’est-ii-dire c|u’on doit avoir 

N {t + T, rt, b, <■) s (; + r, rt, 6, (', ((', b\ c') 

== \px"clf<h"N{t,x,,j,z)ss^, 

ou s depend des vaviaLlos t, a;, y, .c', tj\ z' ot de ees 
inoines cjuantites ot, cn outre, de x” ij" z'\ varialjles t[ui 
satisfcronl aux conditions suivantos 


rt = .r-|-.i;V, ^'■==y-l-?/r, c = z -\- z ' t , 
a' = .r-+ a-'V, b' = c' = j'+ ^"r, 

les puissances supdrioures do r 6tant negligees. On 
I'omplacora done partout ci-dessus :r par « — «'r, x' par 
ft ’ — a'"T cl uinsi do snile, ct les integrations seront eteii- 
diics a Lon Les los valouns possibles de x",y",z". On en 
tleduirn, par comparaison des coefficienl.s de z, 


oi ■*" ba Sb 


b' 



+ iV 


d(sfO 0(sb") d(sc”)) _ . 

6u' 0b' 00' J ^ ’ 


( 2 ) 


en eerivnnl N au lieu de N (t, «, b, c) ot s au lieu de 
»(/, rt, i, c, o', b',c'), tandisque a", b", c" sont les valeurs 
anoyciincs do x", tj", z” qui correspondent au point «, ?>, c 
el aux coniposaiites do vitesse o', J’, c', e’est a dire 
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ot ainsi iJo suita. 

J’appellerai los tapialious (1) ol (iJ) pro, 
cnnde /'(juatioH de eonthiuitd Ct' sonl l(3.s p 
loute line suite crcqiiations ilt' coulinuiti* ( 
facilemcnl iiti’c fonaees pae le prow'dij (> 
Gliaquo equation do ia suite pout sails ilii’ 
clecluitc lie la suivante. Cost ainsi (pi’ou ro 
premiere equation do conlinuitd ca inullipliaiU 
par da'db'dc’ et integrant entrc los limitos ilo.‘ 
Pour ces liniitcs e s’evanouira, el Ton aura il 

^^^da'db'dd s (a, b, c, u’, //, o') ^ I , 

si les variables ])arcouront loiiles Ics valours 
Ell general, on pent do cello niani(!;ro iloduirn !<’; 
seconde, o((uaiions do la u"'" 

suite, pent olre considerdc counno line goacra 
toiites los equations prcccdenlos. 

Ces equations purcnient eineliquos , pen 
employees dans la dynniniqiie do la nianii'‘ro 
Imaginons que tons los points du sysLonie aimil 
mafese in, ijui ost supposee dtro line (juantild 
comme lo nombrc do cos poinis maleriols, ili 
qii aiiciin d’eiix ne puisso dtrc divisd on plnsici 
pliisieiirs no piiissenl 6tro rdiinis on iin. 

En general, tout corps ost suppose Ibrind do 
systemcs de cede especo. On no fail do la soil 
liypolliese sur la nature du corps, saiif cello do 
bilite de sa masse; siipposer lo iioinbro clcis ]! 
variable an coins ties calculs, n’est c[u'inio llcti 
nienl mathematiquo sans consequence pbysiqi 



(.Wlualioiis (!(' ('oiilinuilt' (Haljlios ci-dossus ftont valables 
Ijtjur cdmqiir sjsUMna on particutior, 

!)o pltis lonlp pression excrcoo sur uii 6lc3inenl siipor- 
ilciol do h^HpiifO p(Mil dli’o c'Oiisidoroe cominc produito 
par lo inouveiiuMil dos points iiialih'iols (pii passciit par 
cot dldinc'id, la ])r(‘ssion suivant unc diroclion donnoo 
dlaiil dddiiio avoc plus do prooision conime la quantile 
d(^ nioiiYoiiK'nl , esUnico suivant la direction doiinoe, 
i\o^ points (pii dans Punild do toinps passent par I’olo- 
nunjt oonsiddrd, Dans lo cas d’niic pression variable, 
rc'llo [|iuinliLd do niunvonionl doit otre mesurec par la 
qiniiilitd do inonvoinonl au luoniont consiclerd. Cette 
<lo(lii]liou osl uno (ionsoqnouco directo de la decompost- 
lion sui>p()so(^ dn corps on points inateriels mobiles, et 
ol](' uiissi n’inirodnit anenno hypotliosc physique. 

\ai prossuni sur uno snrlaco on moiivemcnt pent 
dire (‘finviio d’line nianiero analogue: il snflU d’imaginer 
([IK* hi surlhc(’ so inoiive on nidino lemps quo le eorps^ 
d[‘ st>rtf‘ (|ii(* tout (ddmoid do la surface par lequel passe 
nu ^Tiind noinbro do points iiiatcviels receive Ic mouvo- 
iiicnil niuyon do {M3S points. Par „iiioavoLnent moyen“ 
Oh ohlond nil inuuvomonl donl les vitesses ooniposaiites 
Huivaut les trois axes soiit les vitesses des (Elements per- 
p<Midieulaircs a cos Irois axes so monvant dc inanioro a 
Cairo pussor dos niasso.s cgalos des deux cotes. 

Si Ton (lesigiio par X nno so mine (itencluo a tons 
If'M sysUMuos do ])oinls mat^riels, clout est compose le 
<*orpS5, on vi'rra, on (jinployant la notation ci-dossus, que 

iJmN'iPdtdbdc 

{'st la masse loialo (pii dans rdloment do temps di passe 
pur lu surface laidralc dbdc du parallelipipede. Si cette 
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siu'faee a uiio vitcsso lolle qu’aacune inasso n’y 
oil aura 

2’wiV(«'— k) = 0. 

It ost done la coniposantc do la vitossc dii mouvemonl 
moj'en dans la direction de I’axo dos x. Los deux aiitros 
coinposantos sont detcnniiieos par 

= 0, 2’/«iV (?-«’) — 0. 

Si Ton iiuiltiplio I’dipiatiou (1) parw, ot si Ton tbriiio 
les Equations coi'responclanles pour tons lus systcinos, 
puis qu’on adddiontio toutes cos equations, on trouvora 
d{»iNtt') d(inA'b') d (w iVc') ! „ 

~'[et 'da '~ '^~~db ' de J ~ ■ 

ClotLe equation, conibinco avee los dqualions ei-dossus, 
don n era 

dp d{pu) d{pv) , 6 {pio) Q 

' 6 a bh ' dc ' ^ ' 


on Ton a reinplace 2'mN par qui reprcsenlo on con- 
sequence la sommo clcs masses clcs points inalOriGls 
compris claais Piinito do volume; par suite p n’est aiilro 
dioso quo la donsitc tlu corps au point a, c. Do pUis, 
coiiUiiG Pj w sont ]cs eonipesantes do la vitosse do co 
niOmc point tUi corps, si Ton ne tieiit compte, coninio ii 
Tordinairo, quo du niouvoniciii moyon du corps, Tequa- 
tion (3) est tout a fait idoutiqiio k reqiiation bien conuue 
qipon noiume spocialement reqiiution de continuity. 

Si Von niultiplie requation (2j par mcydaUWdd ct 
qiPon rintdgro eiitrc Ics liniites dos variables, puis qn’on 
additioiine les equations correspondantos ijour to us Ics 
system es, on obtiendra 


dt 


d{mNiC^ 
da 


+ , 6{m2^a'c') _ 

' db Oc 


(v) 
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Id ~a" cksigno la valour inoycnne cle a" i)our touk'» 
los valours cle b’, En ce cjui concorne le calcul 
intliqiie, on doit renuirijiier quo I’on a offeetiic rinldgralion 
par parties cles trois clcrnicrs tenues de I'dtiuation (3) el 
quo los integrales (jui correspondent aux liinites de b\ c' 
s’evanouissent; en offet s onlre coiinne facteur clans ces 
inlegralcs, el Ics liiuitos do b\ c' sont choisies do 
inaniere tiuc la probabilite s s’evanouisse pour ces limitcs, 
c[ui peuvont elrc considerdes coininc llnies. mdine si ellos 
sont aussi grancles iiu’on void. 

Par suite si Pj, 'I\y 'J\ sonl les pressions dans les 
dii'OcUons cles axes cles ;r, cles ij ot cles s sur riuiitd cle 
sui'facc dll corps sur la face lalerale dbde du pavalleli- 
pipi'clo c/ra, on aura, en consdijuencc do la cldllnilion 
donndo, 

1 3 = 2 ’ m N («'— n) (c'— v ) , 
cVoii, on ayanl dgard aux equations 
2’ — h) = 0 , 2’ mN (//— r) =• 0 , 2’ mN (7— ic) = 0, 


on ildduira 

= P, -j- , ^uiNa'b' = 
I'mNu'c' 'I\-\~puw, 


Si I’on i)ortc cos valenrs dans requalion (4-). et cpi’oii 
on rolruncho r(‘quation (3) luiiltiplieo par h, on obtiendra 


(dn , du . dll . du \ . 

PVdi~^m.''''^db^'^dcV^ 


dP^ , d'i\.dT, , ,r. 


oil pA roinplaco A pen tutre considere comme 

I’accdlomLion du mouvcnicnt moyen au point a, c dans 
la direction do Taxo des x. 



Dos expressions analogues pein^oiif eirtf fannies |Mnu’ 
les autres faces lat(‘rales du jjarallelipipodo ('to. 

Cos equations sont Ijion connuos oL .scnil {anployce-^ 
pour Ic calcul clcs mouveiuonls ol dos pressrons i\uu> 
les corps, tant solidos cL ela.sUquos quo li<fui<los; (iii }■ 
introduit seulemont, scion la nature dii pro))ldin(‘, cn^r- 
tainos suppositions restrictives. An contrairo, los (equa- 
tions qiii dependonl seuloiiiGat dcs inouvonnmls indiums 
no suffisoiit pas ii rcsoudre tons los pro))lfnii{)s propasi'es 
par la science inodorno, coninio la dctorniinalion di; In 
diffusion, le frottoinent intdriour, ia propuj^aLion do la 
force vivo, qui cst aussi inliunniioiU lice a la (unidiic'lioii 
de la chaleiir. 

Ge sont do tels problciuos qiii intli([neiil la iiiarchr 
suivie ici. Les equations do condilion tHa]}3io.'^ Uii sont 
equations cinetiquos fondaniontalos; (uir edies (‘Xjn'i- 
inent los lois generales du inouvcincul dans I’intdrioiir 
des corps, iiidepondainniont dcs forces ini.so.s en joii, 
ef dies sont en niSme temps, si l^on passe do la iiianidrr 
indiqude aiix pressions inlerioure.s dos <;orp.s, iwa (jvnrnt- 
Usiition iJes eipiations dymoniques ordinaires {(afualioji (f?) 
ct les deux analogues). Cl’est i)our<(uoi olios p('uv(Mit a Ire 
con&id(}rdes comme servant d’iiilroduetion a la di.sc.nssitui 
generalo dos problenies inentiomids plus ImiU, lundis 
quo la solution do ces problemos no pout, (jela va suns 
dire, Otre obtonuo quo par rinlroduclion d*Jiyp(j(]t(\ses 
pai'ticiilieros. 



StUl IjK DKVlilLOPPEJrHKT 


■i FONCTIONS ABBITRAIEES 
.u Morissr de eonotions DotwiiiES. 




SUE LE DEVELOPPEMENT DES PONOTIONS AEBI- 
TRAIRES AU MOYEN DE PONOTIONS DONNEES. 

TrnssKiiiFr kok MATnni\[ATrK isto, i>. im-iw 

Le dovcloppemonl d’une fonction doimee f(j;) on 
s^eric infmio on par une inlegralc clefinic ou la variable 
n'entre qnc dans dcs fonclions donnues pent otro rap- 
porte 11 la forme 

f{x) = 2:aKF{x,ky ( 1 ) 

Le procecle pour la doLorminalion d’lin tcl devo- 
loppoinciiL coiisisle genoralemenl a doterminor d'abord 
les CQofflcionU Ai dii devoloppoinoiU , suppose possible, 
puis a discutor les coicUtions de validite da ce dh'eloppe- 
ufoit. Nous supposorons quo les coefricients soul doler- 
niinus par 

A, ^[nx^)<p{x\k)d.c\ ( 2 ) 

ot que I’inlograLiou est offectuee suivant un chemin reel, 
de a a h. On rccounail alors iiumodiatoaicul que le 
developpcnient Lrouvo n’ost valaljle qiie si x est reel el 
tiompris outre los limilcs a el ij car le second iiiembre 
do roxprossion (1) est independant de toutes les valeurs 
que pent prendre la Ibnction /'(a-), quand la variable esl 
iinaginaire ou quand elle rcste on dehors desdites liiniles, 
Aprbs avoir delormind la fonction cliscuter 

l>liis cn ddlail les conditions de validite du cleveloppc- 
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iiK'iit ot fi'la sc fait (^(’ni'calcniciit traprcs (im* hh 
(( uc Diriclilct a imagiiico a |U'Oj)().s tics 
an iiioycn dos I'oiictions ctrciilain.'s (sin. cl (■(«.) 
moycn des foiicLion.s sphcriqiics (lU'jx'rl. dc Dove, li 
cl Jounud cV; Civile, Ionic 17). J^a niacclic di' 
ineliiocic inI do clioi'chci' d’aliord hi .sohhik’ d’liii mi 
liiii dc lermes do la .scrio (1), jjtii.s trcxccntcr IMulc}! 
indiquec dans (2) ot liiuiloinonl do clicrclicr In i 
liinile do la .soniino, qiiaiid Ic noniln'c d(’.s li'mics 
a I'inlini. Si Ton cliorciK;' colli' valnni' liinilo (ivaiil 
foctnoi' los inldgi'ation.s, lo rivsnltat .sora on gi'nii'n 
d^loi'inine, hieu que fitii; aiissi lo.s r(»i'niid(!.s oxigcnil 
qiic le.s fiitogration-s sofoiil oxcciddcs d’alioi-il, cl 
general, i( n'est pas iimni.s d’iidccvorlii' I'ordrc; | 
taut, il va sans diro t((i’oH a Ic di’oit, coinnit! Ic 
Diiicljlft, do sominor d’alxird iitt noinin'i' aiinli’nii'c. 
lini. de toi'DiGs, avant d'cirectnor riiiti'gi'alioii. 

Cast cello inarcho qti’oji a siiivio do pi'cl'ci'i 
aims Ini. Ainsi on la retronvci'a dans Ic ..linndl 
ilcr Ivngelliiiictionon" do Maine, dans lc.s „Pai'lic|jc I 
iciilialglcicluingon" do iUciiiaun, dans lo iiiciikmi'c 
llankcl „Die Pourici'’.sc|icn Uoilicn''. Dans (;<> dci 
Jnihnuii'o (Mathein, Ann., luinc H) In incUiotlo i-sl , 
tunl quo le ponnet la naLnro dii pi-ohlcnic. ntiplii 
pom la pmnicro fois an dcveloijpoincnl i>ai' fc.s I'l 
lions cyl/ndriqiie.s on Ibnrlions beascticnncs (dc la | 
iinorc espoco). Dams an lucinoire do Sclillifli, I'dccmn 
piiWio (Alnthein. Ann., Ionic 10) lo niCmio pmldcnic 

Imile d'luio maniece noiivollc; inai-s la nuHliodo 

cello dc Dii-irlilet. 

f^nns doiitc la thdorie du ddvelopponjonl (lc.s lb 
tif>n,s arWtraices an moyon do fouclions domiei's 



tl’iTiio grande iniporiance, surinul pour la pliysiquo 
n]ath6niaLH]\io ; aiis^i o&l-il a pivvoir qu'ello .s’ctoiidm 
.sLiecosftiveni(3nl a cles tbiiciioas do devolo[)pL‘nieal hoau- 
coLip plus nuniln’oiuses quo cellos qidon u enipluycos 
jusqidjci. Mais la moLhodo do Dinclilet couiporle dcja 
(Ians los en.s Lraites par liii-nieuio dos difficniles assoz 
c'onsiddrahles, <jui pruvienuonl on pmiiior lieu de cc 
(pdon doiL soiimicr iin uoinbro iiiii do tormes d’uiic 
sdiio non cnnvorgonlc cd i)iiis inLogrer cnlro dos Innitos 
jiuics \o rosnlial Irouvo, Mais cello dif(iculi(3 ii'esl pas 
inheronlo a la nalurc du prol)I6ino, Lo proMome exige, 
ronnne on voil, d’abord line inlograiioii par rapport a 
. 1 ’ dans (2), oL colic o[)6raLion ])oul toujoiirs olre lacile- 
menl (‘xeiaUoe, an inoins oiilro deux liiuilos inliiiiineul 
ra])pro(*lides. Puis on ponl oUccUkt la soiiinmtion (1), 
poiirvu ([u’on sc Ijonio a col dlenioiil do rintograle; car 
la sdri(i dull loujours u pn^sonl elro convorgcnle, cL on 
Iraitunl de la inenio imuiiore tons Ics oleincnLs dans 
losquoLs riiiiegralo (::J) ))eiiL elro decomposeo, on obliendra 
la SOI nine (*borcli(5o, 

Pour oi)erci‘ ladilo iiiLc^gration entro los limites 
vi .r,, on ponrra applicjuor la proposition suivanlo 

f /Ar' {fix*) - fix**)) {<p (a;'} - f (.^'0) 1 

lei Ton suppose quo ,x \ — .q ost iino quantile iniini- 
inoiil polite. Si los deux foncUons f et ^ sont finies et 
conliniujs onlro Ic's liniilcs ,i\ et on roconnait taoile- 
iiieiit quo lo ])roinior meinbro de Tequation ost liilininieiit 
poll I do Tordro do tandis quo lo.s donx tenues 
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dll second incinbro sent cluioun do I’ordrc 
Dans ce cas, ou Ton pouf roinpIa(‘cr * 

'‘a 

f(.rj oil /'(.I',) Oil aura done 



Dans Ic cas oil rune dos doux foiioliom 
oxcinplc, cst iiiiio inais vario infliiiiiienl vilo, 
qii’ello esl comparable a cos Am; on sIiiAm' jk 
meni grand, — ii“« valour 

premier luombre do (13) sera do I’ordro d 
laiidis (juc cliacnn des denx Ion lies da socoi 
•XW.1. sera do I’ordre dc Done l’i>r[iiaUo 

enenre valablo dans ce cas, ([ui se prt’sonLc 
meiit dans cc qui siiil. An contrairi', si les 
lions <?(.r) et /'(.^') sonl do cello esjiooo, Ions 
de I'eqnation (3) soronl du memo urdro ol !’<’ 
lie sera plus A'alablo. 

Done si I’integrale (2) osL ddcoinposeo on i 
li'iulogralcs de la in6nic espcce quo lo jiroinn 
de I’dquation (4) oil ies doux iiiiiilos do cliaiiu 
soul iiifiniment rapproclii^es , I’dqiialion (4) si 
pour tons los elcmonl.s d’inlegralo, poiirvu qiu 
line foiiclioii fmio cl eoiitiiiuo eniro los limilos 
qne <p{x) soil finic et eonlinne ou vario iniini 
Mais, f{x) tHant fuiie ot disoonlinuc , si I’on t 
los poiiiLs .f, et .r^ coincidenl avoc los points i 
tiiinild de la fonction, ce qiii est loujonrs pi 
eoiulitioii que ia discon tinui Id no sc prodnsic 
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iKmibr(‘ fiiii do points cntre a ot h, I'oqnalion (4) sera 
encore applica])le dans ce cas. 

Si la foncUon f(x) devienl infinic eii un soul [loint 
on on un noinln'O fini do points c, on devra do 
inome eonicidor avec Pun de ces points; par suite, Pun 
dos dleincnts de Pinlograle dosqnols on tiont comiile 
dans la sonnno (1) sera 

2’ f ('I''- (5) 

Fci poul clro siiffisanimenl voinin cle c pour quo 
f{x') soil lonjoiu's ou croissanto ou decroissante cntre 
les liiiiiU's do I’tiiLdgralc. Alovs, d'aprcs nne proposition 
oniploy<*e par Dirichlcl , Tcxpression ci-dessus sorn com- 
prise eiilvc les limitos 

M(f{x')ch' el NO{x')dx, 

M oL N (Haul la plus grande el la plus |)etito dos valeiirs 
{|iu' ponl prendre 

eiitro les liinilos do Pinlegrale. Done, si cetto quantito 
osl (inio, indino si die cst inddlcrminee, ct si f{x) dovient 

infinie d(^ lollo inaniero quo {f{x')dx' reste finio ot con- 

♦Yl 

linu(‘ pour ioiite valour dc .r comprise outre a ot la 
sounno (H) convorgera vors zero, 

A])res avoir dcHermino les elements d’integrale au 
nioyon do Pequation (4), on doit operer la sommatioii 
par rajjport a A* indiqndo dans P Equation (1). Dans une 
0 lasso cle devcloi)poments fonctionnels cpii sont d’nno 
grande imporlanco pour la physicfue matliematique, les 



oOO 


k sont Ics mciiios ilo rw{uation F{l),fi) ^ 0, 
vi;!opijeinent enlraino {(ue /’(a.-) soiL iiulli' iiotii 
iimiU' A' — h. 

C’est pouniuoi j’cxi)osoivii (iiioltiuos ibrni 
rales relatives a la soninuiUoii lIo eelU' espeei) 

Soil dOHuee uno fraction doiit In li 

et ie denoiuiiiafciu' pouvont tons tliatx elru t 
(ill sdrio siiivant los imissunoos onliercs cL p<i 
cos series (itaiit couvergontes [lonr lontes Ie 
dc \j. De plus, soient k los raciiies do I’dipiatioii 
on suppose ({u’auciuie do cos raoinos ii’aiiiudo 
considere I’intes^rale 

iL ... () 

2174, Vi (0 t — ij 

oft la variable t est supposeo cuiupicxo. (loLlo 
ost supposeo parcoiirir dans le sons positif (sou 
do celui des aiguille.':, d’uno inoalro) mi cerdt' i 
() et ayant .son centre an point origiiie. Don 
jiose t = on anra 

pST 

0 = — \iiC!L‘i . 

% Vlpf/'O pe"'— if’ 

!> croissant, Q convorgera vcr.s zero, .si I’on n 

\ f(^ pour sui/y«^(), ] 
oil u desigiie mio quantitd iinie. 

Dautre part, on pent cletoniiinor i’iiil('>grali 
demvaiit dans le sens po.silir dc.s cerdes iiDinimei 
autonr des poiiit.s qui correspondent anx raci 
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reifLiatiou = 0, Do cello manieiv^ si touted 

loH racines k soiiL dilTorentcs les lines clcs aulres ot dif- 
lorontos do //, on romplaccra roquatioii ((.>) par colle-ci 


O ^ ii® 




I\ar suite, on ))ou( ogulor cello expression a (7), 
poiu'vu quo la soinniatiun soil otondue a toiiles les 
l•acillo.s h ])lus polilos quo p ot quo do memo ij soit 
plus |)cLiL quo p croissant a rinfini, on aura done, 
si la ooudiliou (S) esL remplic, 


p{y) I v_ _7#) 0 

''JiuV'rT/mk-y)- ' 


(lU) 


la sominalioit dlant dionduo a Louies Ics racines k (qiii 
soiit on nomlu'ci infini) rangdes cVapius Porclro de gran- 
{]ouv <lo lours modules. On veil aiiisi que la r6glo de 
ddiMJinpoBition dos IVacUons ratioiielles pout encore etre 
appliqndo a I’ospoce do fractions consjddree ici, poitrvu 
((UG la conditiou (8) soit rcinpli(\ 

Si Ic ddvoloppeiiicnt de q{!/) suivanl los puissances 
(U'oissanLus do y couimenco par Line puissance positive 
lie cojnino ?/”», et si colui do p(ij) coinincnce par la 
mdino puissancG ou par inio puissance superieure, on 
ponmi, t) 0 ur dviter les racincs &===() coiinnunes au 
nimidratour et au dduoiuinatcur , divisor p ot q par 
nniis on recomuiit facilcnicnt quo la Ibrinuio (iO) sera 
encore valiiblo, si Ton no fait pas ccLLc reduction, a con- 
cl it ion qidoii ne lienne pas coiupte des racines k = 0 
dans la soniniation. 

On ]jeut encore laire cc calcul dans le cas ou 
rdquation qiy) ^ 0 a dos racines dgales. 


^ NOTE 2 





Nous considorcfons cn paiiinnlior lo cm 

oil, coninio ei-tlossus, <j{)j) — 0 n’n.duH'1. [Jiis 
ugalcs ni do racines cjui salislrissciil si = 
par line analyse aiialoguo it la precdtlonli', i 
pli([uant les regies dn la deconiposilion di's Tn 
Irouvera 

c-J- (- ] == C 

poiii'vu quo la condilions corros[K)ndatil(' a (N) 
i j a, sin/i«=(), / 


soil rcinplie. Si lo developpcinoiiL do ( 

par I/”' et celui de ;>(//) jrar //*'" on par 11 no 
•>uporieure, on pout employer la mOino rorninl 
dilion qu'on ait soin do negligor les raciiit's = 
Je vais inaintenanl faire raiijiliealioii do la 
goner, ale indiquee ici ii deux developpomoiil.s d' 
lion arbitrairc au nioyoii dos fouolioiis hosseli 
la pi'omiore espke. Oes functions soul ddfii 
tout indicc •«, onlior ct positif, par I’dgalitd 


Mr) ^ 


/r\"+* 1 

‘ (»+l)! 1 '! 


/,.y>+i 1 

\27 ' (h + 2)!2! 


d’oii Ton ddduit, pour ti = 0, 


70-) = i-H- 


2 “ 4 “ 




j- 

I • * • 


Nous appelleroiis TattonUon sur Iqs oquaLi 
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vanlos quo noim eniploierons ulteriouveniunt ot c[ui |m*u- 
vont facileiiionl uLre dodnitos do ( 13 ) 



il 

i 


( 14 ) 


d(r«/„(r)) 

Ih- ■■■ “ 

>-''J„_i(r), 

( 15 ) 

1 d 
r Tr 


1 ! 

P 

( 15 ) 


Si Ton adiiiol quo los oqualions ( 14 ) el ( 10 ) soul 
encoi’o valaldos jjour {ii — 1 ) ndgatif, on doclnira succes- 
siv(*inont do cos equations 


./..,(r) = -J,(o), ./-=('•) = 

/_„(r) = (-l)V„(r). 


Ti’oxtension do la ddfinition an cas dcs indices f'rac- 
lioniitiiros no dovaut Clio d’aiieiino utililo dans co qui 
huivia, nous I’oinottions. Nous ajouteions encore quo 
,A„(r) osi lino IbncLion i)oriodiquc ([ui, pour des valours 

1 / ^ _i_ I \ 

sanies do r, s’approclio do|/ — cosIr — — ~‘h 


c.roissf 


ol ([uc 1 tk[ualion Jn{r) = 0 n’a quo des racinos reelles: 
l)onr la donionstralion cle cos propriCles, nous renverrons 
aux „Sludicu libi'i die Boascrsclion Funklionen'' de 
Ijounnel.^' 

Ell coiisof|uouce dos equations (lG)i nous auroiis 


7 7!"’) + 

Si I’on inuUiplie la premiere do ces relations, par 
J„(/ 9 i') cl la soconde par J„{ui% on obtiendra par sous- 
Iraclion 


‘ NOTJJ n. 
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I (I 
r'dr 



UJa{ar) 

dr 


— ./,,(ivr) 


dJu (/ 9 i 


dr 


-r d‘)^>i(fyr)J,i(j 9 r) 0. 


Cdlo ci}uation, niiilliplioe par rdr ol iiil 
fe- liiiiita=! r — 0 el r — 1, clonnora 


(3 In (o) J tjO?) J t (j 3 ) J <1 («) 

= ('5{“— /?“) («'■) dn (j9r} rdi • , 


an J'„ represento, suivaiU la aolalion tit; 1/Uj 
ilcrivt'c do J,^. 

Si 1101)5 siippoisoas quo k ot Ji\ .soul tli 
dillereiito-^ do rdquatiou Jn{r) = (), on iuiru 



at k' et k\ hont do racinos differonle.s do 1 
J h{r), 1 dquatioii (17) donnora do nioino 

\-In{k' r) J„iji[r)rdr = 0 . 

* 0 

Didofonlions I’eqiiatiou (17) par lupiiorl 
tai-on-5 eii^uitu a = ji\ on ayaiit cgard a I’dqita 
an Iroiivera 

:j]lU.(.yr))^/n^r ^ ( 1 (j;, 

|>ar 




Nous consiLlorcrons ti [iresent !« develoiiijoinoiil 
Iraild par llankcl ot Scliafli 

f{r) = I'jhMkr). (f)^) 

oil la soinination osl dtencluc a lonles les racinas ])0'.i- 
livos do J„ (r) d. D'ai)niH co f[Hi (Ji'i’cecle, on iioiuTa 
cleteianiiior los coclTicionts Ai on mulliplianl roquation 
par ^J„{/i\r))’(lr ot inldgrant dc r = 0 a r = I; par 
oil Ton oJjticndra, on vorln des dqiialions (IS) ol (20) 

•« 

on, on dcrivanl r' au lieu dc; r et k au lion do A,, 

II suit do 111 quo lo ddvoloppcraont (22) diHonnine 
do ccLte manioro no }>out otro A'alablc quo pour r rod 
ol conijiris ontru 0 ol 1. Pour cos liniites ollch-moine-i, 
lo scoond inoinbro do (22) s’ovanouira, sanf dans lo 
c-as u ^ U ot )• = 0. Pour discuter avec plus do pro- 
fisiou los conditions do validild du dtb eloppeiiienl, il faui 
ronsiddver la soinnio 


V 2.7„(Av:) 

r r‘^;,(A)y 


'\X{kr')>^nr')dr\ 


( 24 ) 


oil los limiios c, ot do I’intograle sont coinpribos enlre 
0 ot L ot on t\—)\ ost line qnantlte intininionl pelilo 
ot positivo. 

Pour oxociilor la soinmation qui so prd&eiito id, on 
fora d’abord dans (il) (/(ji) — Jn{li) d // = d; coninio 

== 0, on obliondra ainsi, d’apros (IG). 



• XOTE 1 


• XOT£ 5 


5{)(j 


f „ X. P'U>') 

[{Um ‘ 

Si Ton fait do plus ;)(^) =■ 
un entior positif on 0, on trouvcra suns ilifiioii 
condition (12) ost roniplio si la s{jnini() do r o 
tons deux sent positifs, esL pins polite (pio 2-^, 
on obtiendra au moycn do (14) ot (IH) 

j) (A') = )' Jn+m—i (A'o) «//i+Kt(/in'|) ' (Av) J 

l’et|uation (2o) donnora pour m 0 


,t/n+«i — i(Ar) t/ »4.«i(Av,) /•, •Ai4.,«(A'o) 

{J',{lc)fk~ "l-f 


Cos stH'ics sont eonvorgontos ot los sonnnes (u 
])our des m croissants nno valour linio, eo (|ii 
recoiinaitro on introduisant los valours liinitcs ( 
lions boss^liennos pour A; croissant a I’inlini 
on fait successivcniciil m = I, 2, 11, , ot si I 

tiplie les eejuations obtoniios do cotlo inani('’ro, o 
nait (pio pour r,<r 


yJ »(AV')i/||+i(AT,) 


0. 


Pour «/ = 0, lo premier nionibro do (25) d 
ot I’on aura, a cause du rdsultat oi-dossiis, 


J </ ii(An*,) 

“7 {J'„(h)pc"'~ 




La sonnno est doubleo ici, parco quo le inomo li 
repete pour deux racines egalos, inai.s do sign 
trairos; olle ne s’etend done qu’aux racinos jjosit 
Ensuite, pour dutci’ininor los indinos soinnr 
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lo cas de t\ dgal ou suporiour (|uc /*, uous consiclerorons 
rL»xprorii}ioii 

„ __ 0) 

lOn oiiiployaiil los Ibrinulot: (11) ct (15) on en dcduira 

<1(11 rr^‘) _ v-^»(j-'-)jA.4-i(/*-'\) 

" r '~(JUk)fV"' 

(fr ' T~'iJV(kn~'' 

Si nous avons comino cmIossus on vorra, 

tl’apivs ( 30 ) ot ( 27 ), quo la proinierc do ccs expressions 
s'livanouil; la scconclc dcvionl — II on rdsultc quo 

ytl 

n -= 

on i‘ esl uno constanlc pvovisoii'oinonl inddloriniiioe. Ou 
aura do pins 

<I (lit'") i)|,« v*Ai(/«'<') «Ai— [(^‘■^ i) ,.5/1-1 j'lO 

Tonics CCS equations f|ui soul duduilcs dc (2G) et 
(’27) soul, eoininc ccs relations elics-inemes, valablcs 
pour r, <?• el On poul done poser r = 1, 

si roslo j)iiis pelil fjuo rnnil)5, ct si I’oii porlc cclto 
valcur do r dims la dcriii6ro equation, J„{fc) litanl mil, 
on Irouvora c — I, Si I’on licut com])tc do cello valour de 
< 1 , la inonio dqualioii donnora, par ponnulntion do r avoe i\, 

(,) »_ /•'•'i erX'). (28) 


Etilin, si dans la relation 
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“ dr - - - 7 ' %n,ajfk- ■ ’ 

on inirodiiit la valeiir Ironveo do el qu’on ])criimU 
r ot on oblieiidra 

2 V — ’ ('■* > 

< WhOiJ/ « 

La foiiction it elle-niomo pent facilement Clro (Ic'Ua- 
iiiint'o, si i\'>i\ on pornuifaiit i\eto. On vorm alors qiic 
cette fonction cpii ost continue, acquiorl poiirr, = r la valour 

yti t 

«auf dans io cas lijnUc r ^ 0 , Far ron- 
^jcquent, on aura 


0 





equation qui, inulLiiilido succcssivcihont pur r”" {d pur 
donuora, apres diffuronlalion par rapporl a r, 


“7 (j'nlm- 

0 (/''^‘) _j_ 

~7 'VUWl‘- 


m 

( 111 ) 


pour 0 < ■>• < 1, 

Nous rcvenons maintonanl i'l la somninlioii (jiii 
llgLU'c (Ians I’exprcssion ( 24 ). D’apr&s r( 3 (|ualioii ( 4 ) of 
sons los conclilion.s relatives a cotte (Equation, on poso 


\X{Jir')r'r{r')dr' 

•n 




p„l/.T')r'' 


-”clr' 


aprL\s I’int( 3 gration faite, cotte cxpi’ession dcviendra 


n>\)r'l 

k 


[r‘-" /„-i(/.'r,) -- r\-" ] , 


(; 12 ) 
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oil I'on jwurrait cVailleurs dam I’expression f{>\)r« reiii- 
placer r, i)ai' ou par line quanLite arbitraire entve r, 
«t I] reslo, pour obtenir Texpression (24), ii calculer 

Ips deux soinnips 


,.1_n 1 J.i- B ■^1-1 (^'*‘i) 

% 7 '" (./.W'-' 7 ' ■■■ 

D’apres (28), cos deux sommes sont pour r>r^ 
egalos i\ ?*” ; rle memo eVapros (27) olios sont ogalos, 
si a Au conLraire, si r ost compris entro 

oL lour dilleroncc sera — r-". On voit par la quo 
roxprossion (24) s’evanouit, a moins quo r soit compris 
onU'o los limites }\ (^L auquel cas elle est egale a f{r\ 
Dnnc lo cldvoloppemenl (22) est valable pour touto fonc- 
lion f{r) finio ot continue entre los limites 0 et 1. 

Si f(r) csl une fonction diseonlinue pour im iiombre 
fini do valours do r, on fait coincider, comme nous 
I'fiYons dit cl-dessus, les limites i\ ou avee les points 
do disconlinuitd, lorsquc coux-ci sont infinimont rap- 
pmclioR do CCS limites* Si de plus r tombe en un 
point do discontinuite, on verra d’apres (30) quo, pour 
r ou r = r^, rexpression (24) est egale a lf{r), 

CO qui inonti'o quo lo developpoment (22) donne, pour 
los points de discontinnite , la valeur moyenne des deux 
valours do f{r). 

Si r ot sont tons deux egaux a I’linite, on no 
pout plus oniployor Ics formules de somniation qui sup' 
]"»osciit mais ou reconnait iniinediatomenl 

<^[no lo doveloppcmcnt (22) s^evanouit pour r — 1. Pour 
^ 0, la formule clc somniation (30), quMl fan- 
drait employer, cesse do menie d’(3tre valable, et !<* 
dcYoloppomont (22), ainsi que nous Tavons vu, se reduit 
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ii zero, a ^exception du cas ou I'on a cn md 

H == 0 . 

Nous dtudieroiis lo dernier cas plus eii del 
uvidont quo pour r — 0 tous les dldmouLs do 
(^4) s'evanoLiironi par la soiniiiation , a Pexc 
celui qiii correspond ti }\ « 0. Done si 
pose en meme temps n cgal a zero dans c 
ocrire 






2A0 


par oil le dcvcloppeuienl ( 22 ) tlcvionclra j)0)U' 




Cette sommation pent faciloinont otre cxd 
inoyen cle la forimile (10), si Ton peso 2 *' 
= 7i(//) ot y = 0 ce qui dotmera 


2 

tJWk “ “ 

II on resulte que lo developpenient (22) osl 
valable dans le cas considere. 

Reste a rechercher, si le clevoloppouicnL es 

valable quand /(/•) clovicnt inlhiio, laiidis (]no 

est fmie et continue. Cela depend, ainsi quo 
pronve, cle la sommation qui figure dans (22), 
doniie 11 n resiiltat fini, mdine s’il esL inddlormind 
la sommation est execiUce avant I’intdgration , 
etaiU differents. La somme a Jiscuter osi 


7 


pour 
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Dans colte soinnie Jn{rk) g’niiproclie do la valour 

|/ ^ ^^1 poni‘ ties valeurs croisantes 
do /u', landis (jue la hj'*'"® raciiio s’appi'oclio do la valour 

Si Ton compare la .serio ci-dessiis avec 



cos 




ou fcjn =- + j ;r et on m parcourt toutos les 

valeurs cntiores de 1 jusqu’a od» on recoiinait que les 
tonnes do ccs deux series tondent a devenir les mCMiics, 
NtMxniinoins il se pent quo les differences des termes 
corrospondaiils des deux series ne forment pas uno sdrie 
(’onvorgcnle ; aussi doiUon s’assurcr dii fail on develop- 
paiit les lerines do la promicro serio suivant les puis- 
sances oroissaiiLes do On pent d’ailleurs determiner 

w 

diroctemonl la difference des deux series do la inaiiiore 
suivanlo.’’' Si I'on pose *note6. 


-1-r'eos (?/>‘— sin , 

<Jiiy) -■= cos^^— 


ot si Poll forme les fractions et ^|^^^ 2 ibienqiP 

3S* 


on 



ne puisse pas decomposer ehacune d’ollos oit 
en line sonnne do la maniorc indicpiee dans ( 
qiie la condition (12) n’cst pas romplio, on jio 
lant applicpier I’equation (II) a la differenco 
fractions, car ici la condition (12) ost renipl 
est facile a rcconnailre. De cello manicsro, on 
preciseincnt la difference des deux sdrios en qu 
et (34) pour le mCine nonibro (infini) do torinos, 
chaquo fraction en particulier s'dvanonil pou 
on voit que la difference chorcheo osL 0. Cloi 
sdrio (34) donne une sonnne linio, niais indi 
la scrie (33) se comportora done do la monn 
11 suit de la quo lo dcvoloppoincnt (22) cv 

nieine si f{r) dovient inflnio, pouvvu (pic 
finie ot continue. 

J’appelerai finalonient I’attcntion siir un d 
nionl nouveau au inoycii dos fonc lions be.' 
savoir 

f{r) ^ 2:B„J„{k'r), 

X' 

oil les k' .sont los racincs de I’dquation =-- 
ddlerniiner les coefficients iniiltiplions los de 
bres par Jn{k\r)rdy et intiigTons de /• ~ (’ 
— 1 i nous obtiendrons ainsi, on vertu dos i 
(19) et (21) 



De l.a rdsulte 
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On poiiL rocherchcr los (ioiidilioiis de validite dL» ce 
ddvcloppomenl par le memo jn’oeedd qu’on a cniployd 
pour rtMjualion (22)/^ G^esL soiilenionl pour « — 0 quo * note 7, 
lo ddvoloi)pomoiiL n’csL pas valablc, car alors il faut 
ajouler conslanlo 6\ qui n’entre pas dans la deter- 
mination do i)uisqu’on doit avoir 


{Kr) r dr 




-- 0. 


Pour doLt'rininer celto conslanlo qidon doit ajouter 
ail second membro do (35) pour n =- 0, on pout multi- 
plier cetlo equation par rdr oL inlcgror do r = 0 jusqii^a 
r= 1. On trouvera do cotto maniore quo lo devcloppe- 
mont (35) devieni pour n 0, 


fir) + (35') 


Los doux dcvoloppemonts (22) ot (35) peuvent elre 
employes dans la physiquo mathcinatiquo pour calculor 
lo polcnliel (par oxoniple» la tompdrature ou la tension 
dloclritfiu') dans riiildrieiir d’un cylindre droit a base 
eirculairo, qiiand on donne i)our Ics doux bases le poton- 
liol ou sa cldrivdo suivanl la direction do I’axc (corres- 
pondanl a la c[nanlilc do clialeur ou dMleclricite qui 
entr('), iandis quo lo potontiol ou sa derivdo suivanl la 
diroclion j)orpondiculairo a I’axo ost doune egal a zero 
sur toutii la surface eourbe. 

Dans lo premier dcs deux cas, lo polcnliel pent 
farilonionl (Hro determine au moyen de (22), dans lo 
second par (35). Done les deux ddvoloppements ont 
lies applicalions correspond antes el so compldteiit Fun 
par raulro. 



NOTES. 


NOTE I. 
de i’ordre do 


Lorenz dit quo los deux men, 

fesip.*!! ot do I’ordre do ; 
k k 


ils sont de I’ordre de ot do fe-yi’il, i 

k k 

tant n’ontraine auciine modification dans los 


NOTE 2. Lorenz appcllo ([imntitd coir 
petite (pie p, uno qiiantite dont lo modulo e.sl 
quo p. 

NOTE 3. La proposition concornnnt la 
racines n’est, cn general, valablo quo .si I’iir 
foiiction J e.st tm noinbre entior. 

NOTE 4. Cola dovient dviclGiit, si Ton ii 
valeurs Jiniitcs des foncLions pour unc varial)! 
dante complexo, dont le modulo croU a Tinflr 

NOTE 5« On rcconnail. facilomciiL qu6 
formeo eii remplacanl: los foncLions bessolionno? 
valours limites est convergente; mais cela nMni 
quo la serie originaire soil convergente. La d 
tion, pour otre rigoureuse, exigerait qne les ■ 
do^ tenues correspondants clcs deux scries f 
nne serie convergente. 
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NOTE f). Pour conlroler les propositions do Lorenz, 

nous (levons clierchcr los valeurs dcs cxprcssioiis 

?) fv'l . 

et ■/ L' l)our les vaieurs do » doiil Ic module est tii'S 

(?i(y)) 

^Tand. 

Pour do Lros grands modules de y nous aurons, en 
omployanl la ineine proposition quo ci-dessussur lavaleur 
liniilo do 


pO/1 




2» + l ^ 

-r-'V 



2 ){-|- 




Si I’on poso y = pe'\ p dtant intimmcnt grand, on 
, . . , ( 2«+l \ 

pout cLoisir p do ntanioro quo cos ( 1 / 1 ~- ;r 1 ne soil 

cgnl f\ zdro pour aucuno valour do 0, Dans cette sup- 
ct s’dvauouira pour toulo autre valour do car 

ifny)) 

-V.yp\ sera du mSino ordre de grandeur quo 


I’exprcssion 




/'(r-|-f'-2)|9ln//| 
pe ) 


I sin I dtani, la valour numcriquo do siii^t, et comme 
cette expression s'evanouit pour /? — -fee, I’expression 
en (]uostion s’dvanouira do m6nie, 

Du roste, jo suppose quo Lorenz a ecrit par in- 
advcrtance lo denoniinateur — r’ do p{y) ct quo ce 
dcnioininateur doll otre neglige. 



NOTE 7. Pour oxaiiiinor avoc plus dc j)i’6 
ies valeiirs cles seriob 


ii ^ 


i' 


fMk'r)^J„(/cr'}r' /■{,■') dr' 


on a besoin de valours dcs sdrics 




Pour troiiver la soinmc d’liiio Idle sdrio, oii coii' 


I’expression 


If'iJnQ/))' 


on posanl dans (11) (j(y) = 


L i,' v-' n\{/// j 

ol en renipla^anl i3(^) par ^j(y) (/—«“), co qui ilon: 


[ P(l/)(.V— _ _ S' / !i'Ak’) 

AJn^y J ^ (A)' »- /P) j;(k') dk' I j;{k') (h‘- 


rolation oil I’on doit pourtant siipposor quo p(jj) 
tient on facteur fo (h>0) ou uno puissance siipdi 
de y. Dans cetlo supposition, on aura pour y — 


PiyMji—n-y 

: 


y“0 

= —2': 




'W-n')(Jn(Jc')r 

Si Ton poso ici 

P{y) = 

on aura pour m >0^ n>0 


(k -n){,j„(k')y y. “ 


Ces series sont convorgontes pour r < a o 
verra de la monie iiianioro quo plus Jiaul (p, 506) qi 
s’evanouissent si r,<r. Par consdqucnl 
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Si m — 0, «>0, Ic promior mainbro do I’equatioii (1) 
clovient d’ou rdsullc 

."(f— «’) (A(f))’ - ' 

Par la m^thodc qu’cuiploie Lorenz on obticiiclva la 
valeur do 

>/ — ^ 0 S' 

On trouvo pour r, < r 

j,n 

ot pour i\>r 

-"t! ~ ' 0. + '. !■ 

Si I’on fait tcndrc r, vors In valour r, on veil quo 

yi/l 

H se rapprochora dc soit plus grand 

quo f, ou qu’il soil plus petit. On aura done, -si ;•< 1, 

cVoii Ton (leduira faeilenionf 

(«’-//’) (7„(/u')r “ 2/- 

A present, on pent, do la nianiere developpde par 
Lorenz, chorcher la valour do la sdric on C|uostion, 
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2' - . i ,7„ ,/r'. 

*' / < \ 7 /;.i\a 1 


Les cleveloppements fails dans ceLLo nolo iic soul jumr- 
tanl pas Yalal)les pour >i = 0. 11 fuul clans co cas <l('- 

coniposor Texpression fractions parli<‘lk>s t-i 

chercher la valeur de I’exprossion jionv ?/ >«= 0. Si I’on 
pose 

P(!/) =“ 

on aura coinmc ci-dossns 

I (•>» )■ 

pour ;»>!. Mais conimc, J'(^) = — on aura, 
pour m = 1. 

[ WW J ‘ 

' 


ef, comine le dornicr tormo s'(5vanoniL pour t\ 


■ r.c^r, 


-r = 

1 ui f fjjw'y 


pour 


On doit ensuito cherclier la valeur do 


(./o'W?- ‘ 

Ici, Ion pent dfcoinposer la fraction coinnio a I’cinlinaivo, 
mais on doit tenir compte de la racine i/ =•-- 0 do I’ciiua- 
tion J'(y) = 0, valeur ciui no salisfail jias a rocfiialion 
<U}/>')Jo(y>\) = 0 . 



On ol)liondi'.'i ainsi 


oil liien, fii I’oii fail tendrc i/ vers 55dro 

ii,„ /£ „ 

ly / 


Mais 


^y m)f 


li„i (± _ :i(EH(rt)V'= ,^+ 1 

ly (W ) ’+'* !• 

Si Toil suppose r<r,, on aura done 

A pi'C'sonl nous pouvons sans difficulte ti'ouver la 
valour do ia serie 

« = 2 2’--^^y„(&V)r7(0rf'-'- 

yi i\ ct /'jj soni infiniinont rapproches , ol sous la con- 
lULion ([Lie /'(>•) I'oslo finio ot continue, on aura 

‘^WdrY f{^')dv' - /•(/-.) 
ol, par consequent, 


= /■('•.) 


t.V, 


A'-.) [-«’*+ yi. si r>r, on r<r. 



Si i\ > >• > r,, I’oxprossioii csL ogalo u (I — /'f -f* >'^t) !(>')• 
Si )\ ot soiit infininiont rapproclies, on poxil poser 
/j— r, == di\, ^4-^a =- 2 'll ‘''1 prenant la sonimo 
de toils les cldiiienls do rintcgnile, on obtienclra 

It ^ /■(/•)- 2 

ce qiii doaioiitre la proposition do Lorenz. 






SUR LES NOMBRES PREMIERS. 

THJSSKIUFT Foil MATHEMATIK 1878, V 1-8, 

II est ioujours possible cVoblenir itnc expression ex- 
acte de la formo 


n ^ Bp • n + Cp ^ « { I) 

du iiombre dos term os de la suite 1,2^3 n 
i[ui ne sont pas divisiblos par los noinhres preniiei^ 
2, 3 • . • 1 Cp, » , elanl une fonction poriodique qiii 

reprend les niemes valeurs quand n augmente dii pro- 
duit dos iioinbros premiers donnas. 

GetLe foncUoii poriodique pent d^ailleurs, grace a 
dos iiielhodcs bien coniiuos, Dtre determince an moyeii 
dos fonclions trig^onometric[uos. En effectnant ce calcul, 
j^ai Irou’vc qne lo resnltal pout cLre expriiue sous forme 
simple par la fonction perioditjue 


sin- 


nm = 


ilTt 

m 


sm - 


m 


sill' 


m 


sm- 


m 


sin 


sin 


— i)»7r 
m 

m 


( 2 ) 


ou m osl un nombre impair, n un iionibre pair. On 
obliondra co resultat de la manierc la plus facile, si Pon 
execute la sonimation, les fonctions trigonometriques 
(itant oxprimcos en exponentieltes imaginaires. On trou- 
vcra do cctle inaniere 
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• KOTK 1 )lm ^ ~ 2 VI r ■* (:(] 

/• etanl le nombro clos tonnes do la .scrio I, ti, ti ... (ii I) 
divisibles par ni. 11 s’ensiiit quo 


« 3 Ww . 

2»r ' 


(4) 


ailisi r est exprinid par la fonctioii trigqjnoindU'ifiuc w„. 

Dans la serie 1,2,3 ... n (n pair) so Inutvciil jw 
nombres qui no soiit pas divisibles par 2, Do.s nniuhit' 

restants impairs sonl d’apr&s (4) divisibh's [jur 3. 

be nombro dos Icrmes do la serio 1, 2, 3 ... u (|iij no 
sent divisibles ni par 2, ni par 3, asl done .J (it — (ii «,)). 
Si I’on on soustrait, do plus, ie nombro do.s iniiiiliri'>i 
divisibles par 5, on soustrait deux fois lo.s uoinin'o.s di\i- 
sibles par 3-5; e’e-st pourquoi Ton doit ajoulor lo dn- 
nier nombro h la difference. Par consdquonl, Jo Jimnhio 
do.s nombres non divisibles par 2, 3 ct r> o.s| 

j (« - j (n ~ i (« - «.) + (« — „)) . 

On reconnail de cette nianioro sans diniciill(' qis’on 
a (lan<^ la fonnule gencralo (1) 

0-1) « 

ot, eii SG servant d’une notation symboliquoi 


['-( 

1-^) 

(l-t) • 

..(l- 

--1I 


^ / 

\ 5 ; 

\ 



fJU Ion doit» apr6s avoir execute la rnultipiicatioti, roii- 
pacri formiilos sont valaJjlos pour 
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n pair; iimis, nomme « ost lui-iiieme iiii nombre non 
prctnici', on doit avoir 

' (0 

Si, dans Tcxprcssion (2), I’on fait parcourir a n toutes 
les valours ])aires a partir d’nn iiombro arbilraire jiisqu’a 
ot si Ton fait la sonmialion des valeiirs 
coiTCspondantos lo resiiltat s’(Waiioiiira. II s’cnsuit 
quo pareillomont la soinme dos Cp^n s^cvanouira, si n 
parcourt los valciirs cVnnc sorio do nombros pairs conse- 
outifs dont lo nombro ost ... p. 

D’apros (7) on pent poser 

1 “ — l)”l" “i" » 

ct, par consdc[Liont, on aura, pour n pair, 

Op^ ti—i == ]ip *4“ Gp, n • 

La valour nioyonno do (Jp,n ost, par consequent, si n 
parcourt louLo la sorio des nombros pairs et impairs 
jusqida 2*3*5 ... dgalo a hBp. 

Si ^{h) ddsigno lo nombre des iiombres premiers 
dans la suilo dos nombros entiers 1,2,3 ... //, et si p 
ost le plus grand nombre premier inferieur a |/?i, on aura 

Ap,n = (p{n) — (p{p)-^ Ij (8) 

car y\p,n (ist le nombre des nombros premiers inferiours 
a 71 , a r exception dos nombros premiers oux monies, 
2, 3, 5 . . . p doiiL lo nombre est <p{ 2 )) — L On aura done 
approximaliveniont, on ncgligoant la partie poriodique, 

(p{n) — <p{p)^y 

ex))rossion asscz ])icn connue. La fonctioii (p{7i) a etc 
Tobjet do rocbcrclios si approfoiidies quo je n’ai rien 
ir 31 
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fPessenlieliement nouveau a en dire. Pourlaiil, 
souvieiis pas d’avoir vu aucun ossai fait cn vii(‘ 
miner f{n) par uno equation cliffcTontielle» proh 
ponrtant pent facilonient etre r^solu. 

Qii^on pose approximativement 

et, etant Ic nonibrc premier qui suit i\ 

Si I’on cousidere (p[p) coinnio une fonciion • 
d’uno variable continue^ et si Ton developpe vx^l 
tioii en serie do Taylor, on obtiendra, dans Tin 
oil — j; est tros petit cn coniparaison de 7;, 

De la meme maniero on doduii’a d(' Vr 
9{Px) — 9iP) = I requalion <f>'{p){l\~p) «= I ’ 
par elimination tie — p el do Bf, on oblieiitlni 




P 


Pour les ti’ds grandes valeuis do p on < 
facileinenl de cette equation la formnle do Gaii'- 

0 .' 

^ premiere approximation etant 


M — fiP) = 


JL- 
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valcur qui satisfait a I’equalion diJlaroiitiolle.’*' D’ail- « note a 
leuvs, I’integrale couipl6te de roqualion (y) doiL contenir 
poin' les valciu's finies cle ]} une fonction arlMlraire ou 
iin noinbre illimite do constanlcs avbitraires. 


34 * 
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NOTES. 

NOTE 1. On aura, n elanL iin noniJji'o pai 


sin'i 5 l!!? 
m — e 


i (»— 1) ?r 8 )a 




+ p- 


, . (‘ 


sin — Q 

m ^ ^ 


~ 2 [cos ^ 4- cos 4- . , . cos 

\ m ' li. I I 


m 


et par coii.sequent 


«,„=> 2 

+2 


20i~3)7r 

COS^^ ^ cos — 

m 


• cos > - - 


+2 


TT 2 ;r 

COS cos ~ 

m m 


.cos^i=-^l^ 

m 


Mais si I’on pose-^ii 7t ==> q, t dtaiil 
1)1 ■* 


\\u 


entier, on aura clans lo cas tic cos ^ 0 


s = 2 [cos 2 - — cos 22 ... ~cos(w~l)if;| 


c, , mq , m 
Ssm^sm— 


cos I 


= 2 . 
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Mais cos^- cat different de zero, si (2i-j-l) n’est 

' 1 

pas un inuUiplc do uu Dans le cas contraire est 

^ m 

iin nonibrc entior cl impair, m otaiii un tel nonibro, et 
par suite cosf/ — 1, 

s r= — 2(m‘— 1). 

II en resuUe quo 

— rj — 2 (h( — I)r = n—’Umr. 

NOTE 2. Tout lo precede de J<orenz repose siir 
line liypolliesc ijui n’esl pas ddniontrde ot iie pent 
doniier qu’iin rdsullat incortain, puisqii’ou ne connait 
])as Ics liniitos dos ternies negliges. 

Do I’etpiation 

— == 1 

Lorenz deduit, par oxoinple, an nioyen dc la scric de 
Taylor, requatiou 

Ap){i\—p) = 

en negligoanl los tonnes d’ordre supericur par rapport 
ii Pi' — p. Mats on no sait pas si les termes ndgligds ne 
sont pas Lrus grands en coinparaison du terme conserve 1. 

NO'l’J'] 3. Si Ton pose ^Qj) = on aura 

_ / p 
\ix~"np ip' 

fjp vv 


9{p’‘)~f{p) “ 
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En negligeant les deux dcrniors tci'mos, qui soul 
petits en coinparaison du ternie obLiondra Pox- 

prcssion dii texle. On reconnait facilcnioiit quo l’c‘(pui- 
tion differentielle est satisfailc, si I’on poso eii nn^ino 
temps 


9>(P’‘) - fip) 


et 


2^00 


f'ip) 


KpY 



|;K(!|I1';IvM'IIKS ANAI^VTKilllW 


MMI 


1,KS NOMHI.’KM IH-; NoMllli’KS I’ilMMi lOKNS. 




EEGHEROHES ANALYTIQUES SUE LES NOMBEES 
DE NOMBEES PEEMIEES. 

VIUJiNSKAllUHNUS SULSKAltS SKH V (HISrIH (1). 18111, 1>. lUT-lSO. 

Dans lo iiK^noiro cclel)re „tJI)GL’ die Anzahl tier 
PriiDziililon unl(‘r oilier [►'o^oboiion Grosso”*^, Uiomann 
sY^st sorvi eoninio point dodopiu’l do I’dqiuition cl’Enler*^''' 

v»V/([~//‘) == 1, (1) 

oil la sonnao A |)orlo sur tons les iioiabrcs oiiliors /q 
ol lo procUiiL II ftiu* tons left noinbres pnaiiiors. 

Do CO point do dopart Panidyso no mono pas ii ta 
ddlorininalion dirccLo do ki fonoUon 0{:c)^ qui oxpriino 
le nombre dcs nmnhros proniiors iiiforioiirs a x {x inclus), 
iiiais pluldt a uno anlro fonction (jiie M. Ic Dr, 

Gram a ap[M)ldo U uomhre das pahsunces ilwisies 
des Homhres pyimters'^'^'^\ ol (iiii esl dolhiio par lY'(.[Liatioii 

n{x) ( 2 ) 

GYst cotlo Ibuclioii ({uo Hioiiiann a chcrcho ii dotor- 
ininor sous forino aiialylique, lUoiiiann a do plus dd- 
monlrd qu’on iiout, on jiariant do cette fonction, roirouvor 
la Ibnctiou niais il faul pourtanl remarquer quo 

loujoui’s, pour roprdsonlor analytiqucnionl /!/(^), on dovra» 

^ MoiiiiLshonrhlo d. K. Akiuk d, W. zii Herlin 3 iiov 1859, p. (»71. 

** Kiiior; Introduciio in Analysin InfinUoriun, LI, p. 237, 1713, 
Yiilonskal)ci'nos Sclsk. Skr. II Cs(^ne (>), p. 8, 



selon touto apparencc, contraireniont u lu cMlerniination 
thdoriqucmeiit exacte^ parLir do la liniilc (iniiaic) supd- 
neiire cle la sorie cles nonibres cL puis so sorvir tViui 
calcLil approche pour les valours do .v exLr(Murni(‘nL 
grande.s co qiii oxclut la deionninatioii do //(^v) pour 
noinbres pctits cl: aussi la clcleniiiiiaLion do //(,v) au 
nioyon de Gctlc dernioro fonction peiiL ioulclbis^ 

aussi bien que le nombro inome dos uondjrcs prouiicrs, 
etrc reprdseutee au moyen dc tableaux que Ton Ibnno on 
SG fondant sur les dcnombremcnts do nombres preuiiors ; 
c'est pourquoi il suffit, en fait, do ddlerniinor 

Bien qidon ne puisse pas acco])Ler la cldmonsLralion 
de la forniule do Idle quo Rioinann Ta prdsonldi', 
le travail de Rieinann a fail rossorlir ce resultal fiuaK 
que Texpression do la parLic apcriodi(iiic do Ir 

logaritlime integral osL on praLujiio parfailoinoni 

suffisante, an moins entro los liiniLos ontro losquellos 
est connu jnsqu’ici ie nombro des noni))ros ]n'oniii(U‘s^ 
et de beaucoup supericure a Loutos los forninlos 
loppees anteriourenient a la suite do reciicrclies eiupiriijiios, 
C’est ce fait (juc Glaischor'^ principaloiiienl a cUalili 
pour chaque intcrvalle do 50000 noinJiros jusqu’a 9 mil- 
lions el pour 10 et 100 millions d’apres los noinbr(^s 
de noinbres preniiors calciilcs par MoissoP^ Los ocarLs 
sont reprevsentes graphiqueiiiont oL, pour la foriiiiih-' ile 
Riemami, le diagrainme indiquo une rdparlilioii imi- 
foniiG des ecarts ndgatif ot des ecarts posilifs. A'ff ce 

James Glaischei*: Factor tables for the sjxtli Alillioji. J^Dnihiii 
iNSa. 

Mels^el a plus tarcl (Math. Ann., tome 15, p. SJol) calculd \v 
noinbre ties nombres premiers jnsc|u’?i 10i)0 millions, Sou 
I'e^ultat (50Si7478) ne depas&e quo do 25 nnitd.s Ic resultal fie 
hi am, calculi an moyen do la formiile tie Riemanii. 



HOtuh) pU*'' fffttii*! , f ' '. 

i' /// i fi //,' InmiiU I /, 

/its rvf/itlien 

L‘e^ eela, la numlh* aaluh IK pnru i' . 
Q do.'? iioinljiL^^ 'Ir \'irh]h i 

inuijie point dn dt‘p,iii qnt- lijunnjh. ^ — 
ie crCubn* (1), jaint* <ia'»‘]i<‘ int'ij* mih ^ i 
a deterininaliou dr //(M. d,U(- 1 'm|i]t|K h ir i 
ie aperiodi<[inj: innnlr' ninpK * n pi i'' j 

her ii deleniHiirr annhtKpit nr^n^ p' 

tie aver line i*xa< tiiinlr au--i u:.i(i>K ^p r ; 
s de cheixlna* a det^munu li padi'' p-ii»'i 
lar iiu dt^rloppi'un'id rii -nif*. cK* jn.ih * 
araitre on pn^nner hni tuju*- nir 
piliis elevu i>ai‘ lapjioiL a p un nit ‘ 
oiiioiit de cello nuuuMr. -’il f- . 

■^eriode-^ nienlioninK‘- i '[in >ii«p u i - 

nonibres tu> ^nMiid- <lr*l 
3 ^ dans ines letheii !io-. 


s eomnienceum"' par uue •‘rut iK It Idij'j 

une quantile arljitraire, nn iirniho ^ id ^ 
coeffictonl qiii in(ln}iif k- n<>u.)>t' *'■ •’ 

■3 suivant lenjiielk*' I'f'if ''i"' 
jttion do /'• jiDiiiJm'' enlior', !•• ^ 


OU 3 ])03ons do pill-' 



a\x) etaut Ic dernier Icrine de la scric (3), on aura 

A%v)^A%v-~l) = r/{x). (5) 

Si Ton prond lo logaritlinie des doux iiionil^ros do 
Tequation idonLiqiic (1), et si Ton eniploio ie doveloppc- 
ment on serie do lo8:(l-[-y) siiivaiil les puissances crois- 
santcs do i/^ sans tcnir coinpLe do la convcrgonco do la 
serie» on obtiondra do nouveau dos devoloppoiiients iden- 
fiqiios'^ qui, pour r = 0, font rcssortir rcquation ])ion 
coninie 

(0, 

Cette sene esl flnic; car tons los premiers coofllcients 
r/ jusqii'ii a*(2*) s’ovaiiouissont, et par consequent yt*(a;) 

.s’evaiiouira d’apr6s (4) pour a; <2* on Nous 

reniplacci'ons los (luauLitds par d’autros quantiles 

£’{.v), cpii se pretent iiiieux an calcul suivant; pour les 
dcfinir, nous inodifierons Idi^oromcnl la scric (:J) on posant 

(I + 2'*+ 3'‘+4' ...)* = y9‘(l) +/J^(2) 2''+/9‘(3) 3’'+ . . . + /9*(a-) a;'‘+ ... (7) 
ct 

B>{x) = /9'(1) + /9»(2) -i- . . . + ftix) . (8) 

Les coefficients ^‘{x) soront do iiidnio los expressions 
dos noinbros do inanieros diffdrontes suivanl lesquollcs x 
pent etre foruid par inulliplicatioii do it nonibres cntier.s : 
niais a present lo noniln'o 1 esl compris pnmii les s 
facteurs, seulomcnt on ne prond que lit moitii du noinbre 
dos decompositions oil tigure lo facteur 1. 


■* (Ifr, Icb rejiiarques ile J. I’clorsoii sur Ic mCmoiro tie Gram. 
Vid. Selbk. Over!.. l.SSl., p. It. 
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Oil aura alors 

+ + (9) -KOl'Ui 


ot oil pent reniplacor (G) par une serio de la forme 

ou les coel’ficienLs a sont dclormines par 


1 _i_ il _i_ii(£±i) J_ -L^ (£±i) ^ 0 

'2^ 2-4 ^ 2.4... (2s, — 271 ) ’ ’ 


<'o = f + f 

On pcul rcniarc[uci‘ quo lo nonihre s, pout Otro 

IqDI’ ,1^ 

clioisi arbitrairomcnl pourvu, qu’il depasso ol pent 

etre iiris cgal a co, valour a latjuolle correspond a,, = 2»', 
H, = log 2. 

Mais si I’on no considiirc separeinent qu’uno partio 
des fonclions t'J(x) ol 11 va sans ilire qii’i) n’esl 

perinis de poser a; = 00 ((no si la s6rie oorrespoiidanle 
pour cello valour do .s, dovient coiivoi^onlo. 

Gomnie fondomonl de mos recliorchos j’ai clioisi 
la formule de soiiimalion de Poisson, d'apros laquclle on 
a oxaclomenl 


+2''+3’'+...+a!’' — y?A',a!','(l+22’cos2n'i»,«.*,)i w,= l,2.,.co. (13) 


Si Ics limilos sont choisios d’une inaniere convonablc, 
on pout on oiUro oxprimer la puissance .s-ieine de cotlo 
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“ei'ie i)ai' un intefrrale s-iiple 

.c’, ( 1 -f 2 2’cos ::2 ;r x,) !c\ ( 1 -f- 2 2’ cos 2 n- x,) ... 

cosSnrWjJ?*), 

ou w, , ..., lilt parconrent chacun soparoinoiit los 

valours 1, 2 . . . od. 

Ici s'introdui&ont Ics variables noiivellos 


. • ^ 1 — Hs 


Goninie la limite inforieure de toulos los variables as 
est Tiinite, co sera aussi la limito infurieuro dcs variables 

nouvelles. La liiniLe superieure dc Us esl Us^i; 

de memo, colle de sera «,_2 oL ainsi do sniLo, 
jusqu’a K,, donl la limito superieure sera ddsignee psir 
u. De plus, nous aurons 


rlx, = (lilt, 




ilXt.—2 "" ' 


(liit-i 


d — 2 


il • — 

■ ‘ ~ lil' 


De eelte nianierc on peut ropresenter I’oxprossioii 
( 7 ) par une integralc s-upio, et I’on vorra qu’oii pout 
arreter le devoloppemonl a B‘(x)x', pris coimno dernioi’ 
•xaiE 2 . terme, cn posant la limite ti ^ 

Si Ton fail ensuile r = 0 , on obtiendru 


(*« p“i 

L (Ik 




(l + 9 i cos,j,_, ( 1 + 3 i' cosp. II, ) , ( 14 -) 

oil I’on a pose, pour abreger, 

2a-w, = — /i^, . , ,, 27rW4 == 
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De memo quo tons Ics oloaionLs de !’inidgi’ale .situ pic 
(13) s’evaiioiassent^ si n^esL pas iiii nombre onlioi\ do 
nieine tons Ics oiemcnts do coLto integralc multiple s'ova- 
iiouimnb a inoins quc toulos les fractious 


W , ^ « S ™-1 ^ 

'»7’ 1 

soicnt en meine temps dos nombres enliers, 

Si Toil effoclue la nuiUii)lication de tons los faotours 
onlro parentheses, Ics tcrnios dii produit poiUTont Otre 
ordonnos eVapres le nombre dcs signes do soniination 
qui y entrent et Ton pout domontrer quo tonics Ics iiile- 
gralcs qui contiounonl lo mCimo nombre de signes do 
sommatioii soul cgalcs* En eiTct, si y, h d(3sigiiGnt <1gs 
fonctions arbitrairos, on pent dcmoiitrcr IMdcntitd 



dont Ics deux membros ne difleront (jiio par la ponnula- 
lion de f avoc g. Lo premier so traii^forme cn 


^V-I 


V dUp 


\ 11, ' 

\ tip / 







si l*on romplaco par 
notation 


* 


Si I’on iiitrodiiit la 





5 -iO 


I’iiitugrale ci-clessus pent otre expriin(k) j){ir 




[ (hip 




a«p-i 


r*"/-i 


I ^^f+1 j 


oil pent dan^ la premieio inlcgTale otrc veniplacij 
par Up. Les deux iiitegralod pciivenl onsuiic rlrc rdniiio.s 
en ime seule 


Up 


>i,,)—^'’0<p, >ip)) 



et si Ton y remplacc tip par puis Up+i i)ar --- -* 

Up Up 

I'expre-ssion sera idenliqua au socoiicl nicinbro do I'idoii- 
tite (lo), qiu se trouvc par la clem on tree. 

Si nous revenons rnaintonant au produit on quosUon 
el si Bious consicldrons sdparcmonl I’inldgralo ([tii coiiliciit 

iitais non 2'cos/^jj_i -™ , nous poiirrons 
poser ’’ 
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De cetlc maniere on peut traiispurtor toiiles les 
soinmos 2’ de droilo a gauche on faisant un chaiigciiieni 
correspondanl des indices, par ou toutes Ics integrales 
l>oiir Icsquelles le nombrc des somincs est le ineme 
deviondront idenliqucs. ^ note 

Les inlegrales qui contiennont /> signes do HOinma- 
tiou prendroni done la Ibrnio 



Si Ton closigno cetto ox])rossion par Xp oL si I’on calculo 
les dernieros inidgrales, on obtiondra, poiir 7 ><,v, 



.^-p- i 


uip 

(log«p+i) 


( 10 | 


Si 


1 on a p = .ss on pose 



li. 

jI ; pLiis on 


poiil pernuilor et lo signo dc sommation suivaiii eii 

olmngoani les indices oL ainsi de suite. La dGrni6re 
intdgralo deviondra 


“ 2 ^ cos Hg — — ^ 2 ■ f 


ot Texpression lolale prondra la forme 



IE 


r - A 

\ 2 cos//,_ 


«5-l 


/0__l /2s ih—t 





si Toil ])orto CCS valours ilo el Xl dans I’dqun- 
lion (14), ello prendra la forme 

u\x) = A':-;- A--f ... j x,. -i-a:. (m) 

Iti so pro.sonlG tout crabord Ic problenio do delcriuiuor 
la partie aperiodirjiio do ([uc .jo desigiicmi par B\x) 

on omployant, coitime dans toul ce ipii suit, uii trail 
horizontal an dcssus du sjgno foiictioiiiiol pour roprcs<nUor 
la partie aperiodiipie de la lonction. 

La dernioro integralc ([ui figure dans (1(5) esl 

.<i"e 

p/,,+, ^’^trp+t (s-~p--l)\ 


_ f 4 « Vm) 

]>h+i (.s — /J-D! 






Si Ton decompose la dorniore iiilegralo on les ileux 
suivantes 


Vcos,, (log";. --log Vh)"-'’-' 

- fe+'. 2 \'cos u n 

1 / 

la premiere pout elre coiisitlerdc coniino la aixirio- 
dique, la seconde coimiic la partie periodi/itio de I’hite- 
grale. La premiere pout etro iniso sous la forme 

G , n (Log , , {log //,)’ -r-3 

1)! ' ‘(s— 2^— 2)P "“(s— yj— 3)!’^ 

oil les constantes C'„ soul definics par requalion 



(10) • NO'l'J 
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C'„ = L P-y|^^\log«<)''22'cos// H| " 

oil Irouvova aiiisi 

C, — 0,07721... 

C, = 0,07281... 

C; = - 0 , 00 - 1 . 81 . . . . 

6; = ~0,000:!4- , . . 

0^ ^ 0,00000 . . . 

Si do phis, I’ou jioso, jhjuv ubrogcr, 




la pnrlio npdnodiiiuo dc la derni5i’o inldgralo do (16) 
])retid la forme 


(log /lp)‘~P 


ClolLo cxpre.ssioii dlanl iiovldo dans (16), la doriiiore 
itilegralo poul s,’dcrire 




il lip ,, 

- -r 22 OOS/yj, 

I ^ 5 ' 


-I 


vl. 1 , 

Up 


(log 

(s— jj)! 


-1 




(log? 0 y-i- 

' '(«- 


-log «p)'~ 
-}')! ■ ■ 


d’ou Ton conclul coiniiio ci-dossiis quo la jnirUe apdrio- 
dicjno osl dcLonnindo par 


(log//„_,)-'-'''-i-' _ > (log«,,_,)»-^-+' 

(s_-|;-|-l)! ~ (s — jj’-f-l)! 

35 * 
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Do cette maim’O on rc(*,omiaiL facilemoal quo la 
par tie aperiodique de (IG) pent etrc exprimec par 



(log ?«,)'-* 
(s~J)! • 


(91) 


Ell coiisci(iiciicc, la parlie aperiodiiiue totalc de ( 18) pent 
se mcttrc sous les formes symbo]it[Lies 


B] 


U) 


\ -{- JjogWj) 


,(iog^qV“i 
' (.-!)! 



Taut que nous nous trouvions entre les li mites do 
X qu’on a attcintos jus(iu’ici par Ic denoinbremoiit ou 
le calcul exact du nonibrc clos noinbros premiers^ liinilcs 
qiii correspondent respoctivomont a log cc «= IG el 
toga; = 21, les difficultes pour Ja delcnninatioii clc la 
partie aperiodi(iue de si Ton porto les valours 

trouvees do /5(,) dans rdquation (10), no seront pas in- 
surnioiitablos, claiit le plus grand nomljro entier in- 

ferieiir ii Le resullal ne pout guoro etrc mis sous 

log _ 

line forme nolabloinonl plus simple, f-i I’on rout teiiir 
compte de toiitos les constaiites C„ qui enlrenl dans 
J„; iiiais si I’on no tiont comple que de la prcinicro 
la sdrie sera convergonte pour = oo, et la sommation 
pourra facilemonl 6tre offectude. On aura dviclemuienL 
pour Sj = 00 , C, = 0 , = 0 . . . 


— ^=« rtlOgM / 

1 a 2(7„fZ/ e~»’>\ a’C,; rfV , 

= + T)—2f5?r“. 


et, si Pon effectiie la sommation au moyen de la sdrie 
* NOTE 5. de Lagrange on aura 


(23) 


rj45 


,V{ar) 

= ~-\og^-\-Li(ti)—Liiit i+2<7oj. 

1 2 (' 

Id on a -j—rB?” == 0,73245 , ce ([iii fait ressorlir quo 

I’exprcssioji ti'ouvoo, pout los valours do ai Lres grandes, 
ne tliffuro pas esscntiolloinenl da logainLhino intugral do 
X ul qu’on poui'rail inoinc poser = 0, co qui n’au- 
rait pas sensiblomoiit inodidd la valour do ti{x). Dans 
CO cas, lo rdsultal prendra la forme simple 

S -hiogrw 

— i(»e« 


En pralicpio cos resullats sont done on bonne concor- 
dance avoc ceux do Riomann. 

La parlie pdriodiquc do Xp, p<is, ii’a quo pen 
d’iini)ortancc on coinparaison de X,, et, do plus, comme 
la premiere pent 6lro deduite de la dornicre, jo me bor- 
uerai dans co qui suit a la discussion do la seulc fonc- 
tion XI qui csl ddfinio par rdqiialioii (17). 

Nous cominencorons iiar ennsiddror le cas s = % 


a savoir 




di 

L’integration par parlies Iransforme A, on 
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On pose ici 

“j ”l 

i , 1 / = y ^ 1/?- 1 v'+V i ?“+ 1 . 

'* ft" 

y a un niinirmini pom- y -= I, ol la condiliou pom- quo 
celtc A'aloiu- so Lrouvo eiiti-c Ics liinitcs do esl 

condilion qu’on pent encore oxiirimor eii clisanL quo /i, 
et /jt^ doivoiit tons les doiix otrc plus potits quo 
M, dlant croissant, le radical Ky' — 1 passe, lors dn niini- 
iniim, du negalif an positif. Si lo niininium a lieu pour 
lino valour inoindre quo la limite inforienre do riiitdgrale 
lo signo a prendre cnlrc les liniites do I’inle- 
grale osl le signe phis] e’est, au contrairo le signe inoiiis, 
si la valour qui donne lieu an uiiniinum ost plus grande 
que la liinilc suptu-ioure de I’integralo (/ii>/ia«). 

Si Poll pose pour abregor 

ft"+ft = «"«- ft+ft« ■= 
ft"— ft = «*oi ft— ft" = 

on obtieiiclra de eel to niaiiiero 



lei Pon a 



expression qui s^evauonil, les deux lormos dovonanl 
identiqiios si Pon pcriMiilo los indices. 

L’ox])rGssion osl done reduite ii 


V’ 

At 


S’ y 


A- II 
u 




- siu«y' 

1 


le <,loul)lc‘ Kigiie otanl doleriiiino do la maniorc iiuliqutio 
ei-dosRus. 

Nous considorcrons d’abord I’intrigi-alo 

... 

I/;?' — 1 ^ 

relative a la variable (ioin]>lexo 2f = Si I’inle- 

jjmlo csl pi'ihc Jo long d’nno courbe fornioo, ceLLe iiilegralo 
s’dvanouira; si done on iiilogre Ic long eVuu rectangle 
dont Jes soininols sonl sitiiorf on I, 
on lrouv(H’a 






IjOS deux dernim lorinos peiivent elro cleveloppes cn 
series soniieonvej^gentos; mais, pour alu’dger los caleuls, 
nous ne conservorons quo los terinos qui ne s’evaiioiii- 
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ront pas clans lo msuUat fina], I’exprossion do X;^ pout* 
u -- CO, et nous procedorons dc la monio manioro dans 
ce c|ui suit. En consdc|iience» nous obliondrous 


fii'a 


0 


,4^ .11/^44+ D- 

^ aVvl—i 2 *^ « 


el par suite 

/It’o 


dv*v 


\Vo^-\ 


™ sin ay 




Ici », cst supposo plus grand quo I. Oan& lo cas do 
i’o = ), il va sans dire que I’integralo s’dvanouira. Uno 
equation analogue pent dtre obtenuo on reinphigant r, 
•iV"XE«, par a,.* 

Si la valeur i[ui donno lo iniiiimmn ost comprise 
enlre les liiuites do I’intdgralo, on aura 


___ ^ 

aVvl—l ^ = «v', 

uVl^l = -= 


c. 


dvQ 


sm av + \ v-r — (( y ■ 


I 


Done on aura, d'apr6s Teci nation Irouvdo ci-dcssiis, clans 
ce cas 


Ida/ 

Jvq 


0. COS av^ 


av' 



anclis que rintegralc se transfomiera pour — 1 eii 
V. cos av. . 1 1 /2 TT . / , JT \ 

st pour V, = 1 en 




Si la valour yui cloiine le niinimum cst nioioclre 
i(ue la liinito inforieure, on aura 


V'vl-y Vvi~i 




l/i'o 


vcosiai)^ , cos«i>, 

suiay “T^Mt - — T* 

av: av. 


et, si cello valour e.st plus gmnde yiie la Hmilo .suporioure 
do rintdgrale, on obtiondra 

i/vf-'i = w', 


t’o 


v^ cos av^ ^ i \ cosav^ 
av[ r(v[ 


JOn reniar(|uaiit qu^on a on tons cas 


s 


dv*D . y'cosaa;; 2;'cos^^(y, 

n Slll«a — -- - -* — * ' , 

Vv^ + 1 av^ av^ 

Vq' 


on vorra quo XI ijonl Olre oxprime par 
^ 1 /Srr . / , ?r\ , 1 .f iO' \ /Stt . / ■ ^ \ 

„ V v""(“+'i)+4''- « r -r, ““'(“+4) 


+ 


, A-u 


V. cos (tD„ , r, cos«y, tf'c oarti> ; v[cosav’A 
"r* ../ ^ n I ' 





oil .% 6'„et6; de-signonl tfois .soniiiies tloiibli's piif mji- 
port a m, ot lellos quo Ic prodiiit ;«,/«, jiarcourl 
clans iS’, et -S', la serio onticro cloa nonibros do I jii.s([u’u 
cc, tandis quo chaqiie factour /«, on no paccoiirl dntis 
.9, quo la •^uito des noinbres ])lus polits quo cl 

daiiK S„ la suilo qui correspond prcicisenienL a w, \/ aq aq ii 

et III,, = Dans In soinino double <9 , 7a, ot /iq 

parcourent tons nombrcs cnticrs do I jusqu’a co a I'ox- 
ception dos valeurs corrospondanscs soit ii ?a, \/})i,/)i^n, 

' xoTi: 7 sod ^ iii„ = Vm^tii^n. ■ 

La derniere sotninc doublo so decompose, si Ton 
y porte los valeurs donndes de «, a,, q, v^, v[, lai Jos 
deux somnies 




qui rfoni egales, coinme on lo rocoiinail on penjiulanl 
les indices. Si Ton pose ici 

i{ = la somine tolalc dos deux somnios .so 

reduira a 


L.. 4- ... i 

‘ “ ;r“ 777, \ 7H, {x + J-) — 77)j 7«, {x + ) -1- «L / ’ 

Dans cette soinmo doublo on doit, d’apros la con- 
dition cle la soinmation, negligor los tonnes qui corros- 
pondent ii — 7a, = 0; grilco a cello coiidilion, 

la soinmation pent f'acileiiienl otro oxdculdo. Do oi'Uo 
maniere la somnio double ci-dessus so rdduit a 


1 


1 

igcai'+l)- 


En consecjuence, cetto sommo double pent 6tre negtigdi*, 



si Ton no tioiit pas coiii|t(o des lermes cpii s’evaiionisscnt 
pom X ” cc. Alois le I'osullaL total pout olro expriiiio par 




It 

TzV'-i 


sin + f ) 

2 ' 2 ’ ' . 

{)ll^W,ll)^ 


ol la soinmatiou doulile doit otre oxiiciildo coiiimo il a (Mo 
dit ei-dossus jioiu’ los soimnaiions ddsigiides par A’, ct 
Jx’ ivsiiUal troiivo mot on (ividcnce <|uo, si Ton 
]i(5glig(' Ics tonnes (jni s’evanonissont pour « = co, los souls 
(jlomonts utilos do I’intiigralo ([iii roproscntail originairo- 
niont A* soront los tMiimmits voisins du point niiuhnuni; 
et, (!o th(5or6nic dtant acrpiis, lo caloul pout dtro ex(joiit(' 
plus lariliMnonl d’nno aitlro manioro. 

Si Toil (l('.signo la vali'iir do aii iiomt luininiinn 

par i\, on aura t\ ot la condition pour quo 

ce poiul soil silm; oiilri' los liiuitoH do J'iiildgralo sera 
1 !>,</(. Si cotlo condition ost rciiiplio, on piait posor, 

on doliors du point iniiiiniiun ?(, (1 ~i-y), ol rogardi'r 

If comino assoz polit pour (]u’on soil on droit, dans Ic 
doveloppoiiK'ni suivant los puissances do //, do ndgligor 
les piiissancoK d(? y snpdrioiu’os a la socondo. liidiii, 
rinl(5grale pent i''tr(' prisi' ontro dos limilos indi'tcnniniic's 
~-(t) ot -\~o> (disllnios avoc plus do precision dans nion 
indnioiri' Vid. S('lsk. Skr., sdrio (i, tome VI, p. Kt, (I'luvres 
scit'iililiipios , loiuo I, p. 4^2) ou, cc qiii ici rovionl an 
unano, do — oo a +<»• Si lo point ininiinnm so con- 
foud avoc uno liinilc do I’intdgrali' , rnno do cos liinitcs 
dc ;/ siu'a rcmplacdo par 0 et lo vesullat doil on co cas 
dtro divisii par 2. Si lo jioint miniinum ost sitim on 
dehors dos limilos do I’iiddgralo, lo riisultat sora 0. Do 
cel to nianicre on ohtiondra 
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sill 


les sommations devant etrc exdcnteos do maiiiero qao 
1< et devant otro divisees par ^ dans les cas 

/"a 

oil Poll a, soit 1 ^ 1 / soit u . 

^ /^2 /^‘i 

Cette expression cst preciseinoiil idoiitictno an rcj- 
sultat troiive ci-dessiis; ol, conuue nous avons tie cotto 
maniere deniontre la legitiniite clu procedd, nous cn 
ferons une application an calciil de XI . 

^expression trouvec (17) pout dire derile sous la 
forme 



.Y 


& 

s 



i 


fUi Hs—t 



fis lls~~\ 


—2 , \ 


oil les doubles signes expriuient qipon prend la sonimo 
de toutes les expressions correspoudanlos aux cliflTereiilos 
combinaisons de ees signes, Gcpondanl un inininiiim 011 
un iiiaxiiuiim iPcst possible ([uo dans lo cas oii tons les 
signes sont positifs et il esl alors determine par 


oil 


fit Us-i 








u 



I 


/vO". 


Les conditions pour que ce point soit situd eutro 
les limites de I’intograle sont oxpriindes par 

ixp<v pour p = 1 , 2 , ;j 





Si les valours des variables au point 

minimum sonL clesignocs par ... Giles seront 

d^lcrminoes par 


Jhll 

1/ 








,/-l 


P 

jil 


Nous inU'oduiroiis maiiiLonant de nouvellos variables 
i/p i/ii //«-*> definies par Ics dqualioiis 

...,, !(j_i = , J/j—i). 


Ces variables pouvoni otre considdrees comnie assez 
pcLitcs pour eiro negligees dans los coe(‘ficiciits des fonc- 
tions irigonomelriqncs cl !’on peul airoter le developpe- 
inenl d(' I’aiiglc 

snivant los pnissancos de ijp aiix tormes du second degre 
par ra])porL a Dans ce cldveloppement*^ les coefficients 
do tjp et do ypijq s’dvanouiront si p diffoi-o de cjr, el le re- 
snllal so reduira a 


,5 + i v{s (.s-1) y\ + {s^ 1) (.9-2) yH- * . H-9 * 1 i/L,). 


Ensuile^ .si los inlcgrations par rapport a y ., . .. 
soul elonducs de — oo a -b co, on obtiendra 

A 1 = 2 « («- 1 ) ! v 2 ’ . . . 1 C . . . 

i) — 00 

. . . y/ //. .( sin (y s + -I V (s (s— i) + . . , + 2 • i } 


NOTK 8. 





Id Ton a V ^ ,., ifi^n)^ , 

ot par consdqLient 


Xs -= ' “ - XX ... 


sin . . . nh ?0^ + («— J) I' j 


s-\ri 

nisu) 


. ( 5 > 4 ) 


Dans cctle soininatioii s-uple, le produit }}fs 

varie do 1 a Gcq mais chaquo factenr pris scpareincnl 
lie doil pab, d’aprcs la condition f/p< u, oxcdcicr la liinilo 

7 

... m,uy el, quaiid il attcinl cetlo liniitc, aiiqiiol cas 
le point minimum ost coiifondu avcc Pune des limitcs do 
la variable Up^ le resiiltai no doit etre compLd quo pour 
inoitie. 

Si Toil pose nh = m, on poumi tmnsf'onner 

la soimnation s-uple on inie somniation simple, jioufvn 
qu’on niultiplic I’expression sur Jacinello j)orlo la soinniu- 
Lion par un factenr qui indiquo lo nombro dos 

decompositions dillferentes de m on a facloiirs, y conipris 
ie nombre 1 et sous la condition qu’aucun factenr no 
depasse la limile n — Dans les cim oil cotlo 


limite e4 atteintc, les resultats no soul com pies ((ue pour 
moitie. Avec ces notations, T^ijuation (24-) proudra bi 
forme 


A’*= V, - 

TTP .S* ni=l 


sin 2 TTS (wh) ^ 1 ) -^ j 


^-h 1 

(uiu) 


(2r,) 


)t (an/)s . 


La quautite definic ci-deasus, pent dtre deter- 

ininee comme coefficient do dans le dcvcloppeinont 

(1 + 2 ’’ 4 ' 3 * - . + 2 

= 1 + 3'- . . . -I- („t) ,„<• + . . . (de,) 





Si Hans I’oqiiation ( 10 ) on roniphice B\x) par la 
valour ( 1 e XI iiouvco clc retio niauiero^ en vne crolUcnir 
la partio pdriodiquo corrospoiKlaiilo cle et si I’oii 

offocluo Ics calculs nnmoriquos j)oiir iino valour do .r, 
donnde Ires grande, cl pour dos valours de m choisios 
arbitraircineiit, on rcroiiiiailra (pio, pour des valours 
croissaiilos de i?, los tonnes, apros avoir presenle des 
varialious do signo lout a fait irregulieres, hC reuuis&ent 
sucrossiveineiiL on groupcs do plus en plus grands de 
iiieiue signo et ([uc cVst de la soniination do ces groupos 
(juo to rcsultat ddpond ossoiitiellemont. On ])guI facile- 
moiiL ineitro on evidonco la formation cVun tel groupe. 

On pose 


alors le Lorino suivaail sura {luLonnino iiar lo il6vclojt])e- 
luunl 


Ot-\-i = Ot “f" 


do, _ 

ds ' 


1 

J 


d% 

'ds^ 


1 

1.‘2 


H- 


Hi et les cldrivdes suivanles soul ilos quantiles 

Ires ])etiles cl si esl an iininbro cnlier impair, positif 

ou iiegalif, flans la sdrio(10} on les ierines onL des signos 
aileriids, uu groupe do ladiLo especo so foriuera autour 
flu Lcriito rorrospondanl a 
Oil a ici 


do, 

ils 

d% 




1 


lOgWKj 








OU, si I’on pose 


log«u< 



yao 


(Is 




~(ls‘ 


(2e’J 


On doit done avoir, p etant un enlier positif, 
oil iml, 


d(h 

ds 


= 2c"(l— y)+J = 


iiGgalif 


Gomme y esl necessaireineiit positif, los valeiu’s ncgalivo.s 
' NOTE 9. de p lie sent pas admissil^les, el Ton Irouvoi’a '* 


y = 0,83774.. ., e» = ^,31114. . . poiiE p = 0, 

y - 1,19011..., e*' == 3,2874(1... pom- p = i. 

y = 1,10051 , . ey = 4,05727 . . . pour p = 2, 

y = 1,55459 , . ., i-y «== 4,733 17... pour p 3. 


(VO 

Piiifc on verra que el lea dcriveea aiuvaiile.s 

prendront des valours lr6.s potiles, au nioins pour lo.s 
valeurs les- plus Imsses do si logiiiK e.st uit noinbro 


Ires grand. An dessu.s des liinito.s praliquos (log.?- =- 21) 
et pour los valours inferjoure.s de »i, colic condilion 
n’e.st sallsfaite qu’assoz approxirnalivonieiit; poiuiaiil, cm 
pourra faciieineiit faire res.sortir la fonnalioii clcs groupos 
corresiioiidaiits aux valeurs u)f4rieurc.s do p, si x o.sL do 
I’ordre do grandeur des millions. 

Dans ces groupes entrera done 


siiin-^^j = sills- 



y 


1 

4r 


)- 


el, .si la fonctiou periodique esl dcrilo sous la forme 


sin;r(l, = sin2;r(i5|!i4.i.,„j, 
7. sera delerinine par 


y 


(27) 


7 


(28) 
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Ln partio de U{}v) qui coiT(‘spoiid an groiipc cou*- 
hidero pent done etre reprosentee par uno conrbe dont 
les points crintcvsoction snccessifs avec Taxe des al).scisses 
out uue distance constante si ou^ ce qiii revionl 
ail moinc, log\r esl pris pour abscisso, 

Aux valours indif{uocs ci-dcssus do y/ coiTOspoudcid 

; (),;)4H88..., 0,84875,.,, 0,88487.,., 0,8J95H)... 

Toulofois on a du reniarquor quo ce sonl precise- 
iiionl les ^randos valours do a savoir colles qui sonl 
voisinos do logwn/, qui produisen t Ic.s longues pdriortes 
do d{.c)\ niais, a cause do cclte circonslanco, il faul do 
nouveau discider Ic calcul qui a condiiiL a rdipialion (25). 
U faul sc rappel er quo nous avons elendu la variation 
des variables y/,, a rinlini dans los deux direclioii.s, co 
qui ]ir‘iil elre l( 3 giliiuc, a condition quo i/p dopussc cor- 
tainos liiniles elroites. Mais, si lo nonibro s dos variables 
ot oolni des inldgralos devionnent si grands cpi’on ne 

[)nisso jias considdrer connno un grand noiiibrc, ce 
c|ui esl prdcisduient le cas iei, it n’esL plus ponnis d’dleu- 
tlro a ce lioiiii la variation do y^. La cnnsdqnouco sera 

c[U(f f)sy surlouL pour los valours los plus politos d(‘ p, 

1 

s^approclie fori do sa liiuile infdriouro, qui esl 2.s‘(wn)' 
augnu'uLd d'nnc coustaiUo indcpendaiilc do s. Si nous 
pussniLs a eolle liinilo infdriouro clle-nidmc\ nous aiiron.s 

ol l(>‘! vtilGurs do y calciil<?os par coLlc ecpialion seronl 

tj =. 0,7080:5,.,, e« = 2,irj5C;i... |>our^> =- 0, 

'y =• !, 15718 ., eo - :i, 18007. pour p = J, 

y = 1.87809..,, e» = If, 00731... pour p 2, 

y = 1,53730.,., rr =- 4,05232... pour p == 3. 

[r. Sfl 



La periode elle-nieme pent a presnnt etro deler- 
niinee pai’ 

X If e-y (29) 

et aux valeiirs calculecs do // can’cspoudroni rospoolivc- 
iiient 

,1 5(53 1 . . . , 0,36378 . . . , 0,34736 . , , , 0,33045 , , . 

Les valours vraios de X seroiil clone comprises enlro 
ces valours et cellos cju’on a calculees ci-dossns; ot, pour 
les valours les plus ijotites de^, auxquellos corrcspaticlejil 
les groupes les plus grands, olles soronl certaineinonL 
plus proches des dcrni^res valours. Du restc, les pdriodcs 
qui coiTOspondont aux valours inferiouros do p cliflforout 
tellemeiit peu qu’elles so coinbiueront sur uno grunclo 
etoncluo on une seitlo periode qui no diffirc (juo peu 
de 0,35. 

On pent, on outre, concluro do Tcxpi^ossion (25) quo 
les coefficients des fonctions periocliquos trigouonietric[uos 
ou les amplitudes seroiit, pour los valours los plus 
grandes de s, et par suite aiissi do >1, a peu pres du 
ineine ordrc de grandeur qiie ct crun urdro inlorieur 
pour les s et les X ddcroissants et par suite pour les 
periodes courtes. La dclcrniinalion plus precise de Tam- 
plitude ot de la phase des periodes differentos soluble 
poLirtant presenter des clifficultds trds considerables. 


Le resiiltat aucpiol jc suis parvenu par les calculs 
ci-clossiis pent fitre retimive, en ce cpfil a d’ossouiiol, 
par iin autre proeddd, que j’exposerai ici parce quMl me 
semble jeter uno liimidre nouvelle sur la question. 



559 


Posons 


(I +;-(aO.^-+..M (30) 

f{x) (losignaiil lo nonj])rc des ddcoinijositions diilerunles 
do X en im produil do 6^ factcurs, y coinpHs Punitd. 
Posojis do plus 

G‘(co) == l + ?-(2)+ ... +r’C'»). OH) 

On pent ctilculor f(x) a I’aide clc on .soiii- 

iiiant les decompositions (jui eoiTospoiidoiit au I’acloui’ 
noiivoaii; on oblicnt de celtc manicro 


f{x) = 

la .sonnnaliou dlanl elcncluo a tons Ics diviseiii's do x. 
Do plus, en so servant du syinbolc E do FiOgoiidrc pour 
represonler lo ])lus grand ontior contenu dans iiiio frac- 
tion, on a 


-'•"(I) 

par on I’on obliondra 

et par .snito 

GHx) ='’Te{ 


G>ix) =7Wj).r-'(2). 
VI/ 


(dtJ) 


Ges expressions poiivont dtro mises sous forme ana- 
lylique, grace aux rolalious 



^ ni po 
^cos2;r- 

=-= 2 - ' - 




(M.) 



* NOTi: 10. 





+- 
^ 0) 


m=.q 

“ . m ’ 


y 

— .(S-r 

??» — i 


(:ir.) 


liont on constalo faclloincn) I’exacLiLudo, cn eff('ctunnl 
les sommations in(ii(judcs. 

Nous analyserous avec plus do precision sons 
la forme qui on rcsulto, a savoir 


q=x m^q 

f{x) =- i: -1' 


co&Stt 


mx 






= 1 «i = i <J 

« 2 ' 2 ' ■ - 
7;t = l Q = tn (/ 


(:«•>) 


Dans la derniorc expression posons 


5 — !7i ?a * • ♦ J ♦ 


]»Liis la sommalioii siniplo par rapport a q est Iruns- 
formee en Line soniniation ( 5 — l)-uplo par rapport a 
soniniation etendiio n tousles cas pour los- 

((ucls 

(d7) 


Comnie cette transformation fait disparatlro lo faeliMU’ 
0*^ obtiendra 


/ 


(X) 


m = $ 

= 2 ’ 2 ' 2 ' . . . 




1)1. r 


cos2jr 
?l9a !/»-< 


(ibS) 


les signes 2’2’... indiquant la sounnation (s— l)-nplo> 
cxecutee sons lesdites conditions par rapport aiix (s — 1) 
variables ry,, ... q ,^, . 

Nous cousiddrorons d’abord la soinniation siniplo 



.Jl)j 


V «1 uT '^1 

2 — ‘ cos: 2 jr-*, 

% Vi 

on 7, pni'coui'l uiio longue serie de nonibrcs sucdessils, 
serio ([ui, tin rosto, n’est [)a.s delenniiKio iivot; pliih do 
jtroeision, ol oil «, osl un iioinbro ti-os gi'aiid. On rc- 
murt|uofa alors (|u’i! so fornicra pour cerUiines valours 
do t[nc nous dosignorons ]jar q[, do jiarl cl d’aiilro 
till loriiie corre-siiondanl ii </', tin groiipc do tornios tli' 
nieiiio signc. On Lrouvora (ju’il on ost aiiusi sous les 
condilions suivautos. 

Qu’on fasso 7, = ot siijiiiose 




W,i 


oil /r, osL uno fraction ])ropronioiil dilo, uii uouibro 
eiilior. On iiourra alors former Ic devclopiicuicnl 


Vi Vrl K 




t 


(jui, par uno dliininalion partiollo do A;, ol <j[, so trans- 
foriiH' on 


< 7 , 


!/)«,«,- 


/ I o I »hHvi—^‘^',Y 

+ - j- 

if/ 


noinbrc ontier; ol si, de plus, ?}i^ 
c'sL on moino lonips uii noinbrc Lrcs pclil on cunipu- 
raison do los conditions pour la forinalion du ^roiipo 
considdro scroiil salisfaiies. Si alloint la liinilo ^ co 
(}| si osi suppose fini, los Loriiics do chaque groupo 
parliculior jiouvcnl dtro soiiunds oxaclotneiiL on mnpla- 
(;ant Ui soninialion par rapport a f/^ pur uno intugration 
onLi'o los liniilos — a? ot -f- o:^, poiirvii tpio io groupo 
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♦ NOTE 11 


ne soit pas im groupe liniite, iniorroinpu par uno valeitr 
limite doiinuo de r/^. Le rdsultat do Tintegration cst 


cos(27r-2{«/,(0^ + |] 


La formation du groupe aura encore lieu, si e.'^l 
fini, niais lr6s grand, taiidis cfue ni^ aiJpartienl aux tonnes 
inferieurs de la serie des noiubres, ct la soiniue des 
tenues d’un groupe sera a pou pros la mOinc quo eelle 
que nous avons trouv(5c ci-dossus. Mais, a mesuro quo 
la grandeur do ju, approcho do «,?, Ic noinbro des terines 
du groupe va decroitre, ct roxpression do la somnie 
va pordre de son exactitude; puis la formation des 
groupes cessora conipletoinont. Mais, si croil onsuilo 
conslamment el depasse la limite «,J, on pent iiivorse- 
ment considerer chaquc terme fi la variable c/, comnio 
produit par la sommation d’un groupe do lormes a lii 
variable >«,, groupe dans leqiiol chacfue termo a pre- 
cisenient la forme indiqueo plus haiit. On pent faciloinoiit 
se eonvaincrc do rcxactitude do celtc assertion par un 
calcul analogue a celut qui a ole exccutd ci-dessus*. Par 
consequent, si I’on pout ndgligcr los tonnes pour lesquoLs 
»(, (comnie y,) s’approcho de cq'r, ia transformation iii- 
diquee do la sommation relative a la variable en uiio 
sommation relative a la variable jh, pout tMro consider do 
eomme valable en general pour tons les 

Cette restriction faite par rapport a la zone noulro 
oil aucime formation de groupe n'a lieu d’aucun cdtd, 
on pourra poser 


2’ --‘cos 


^ vA 
?. ~l/2 


cos(2;r.2(»q«y + |) 


(: 19 ) 



cqiialioii ou les liinites cles deux soininos peuveiil elre de- 
cUiites (les rolalions ontre les deux variables g, et 

Posons oiisnile a == el concevons (iii'iine somiua- 

tion soil cffectuee dans los deux nieinbres par rai)i)ort 
a la variable (7^, suppos<5e parconrir une longue serie do 
iiombros siiccessifs. Dans Ic second ineinbre posons 








oil k\ ost line fiacLion proprenioiit dite un nominee 
oiiLior, On pouiTa alors, cumnio precedeminent, former 
Ic ddveloppoinonl, 



4 ()H,w.fg ' 


Ici <}[) ost 1111 nombre onlier, cl par coiis^(|uent 

nil gron))e so fonnera antour du lorme coiTesponclaiit a 
5', si vi] osl suffisammonl polil on coinparaison do 
ftt par siiilo in^ polil on com))araison de (Wifljll Les 
lernics du groupo elant soninies coninio ci-dessus, 011 


oblieiidru 

2'2'-=-cos2;r-"“ = 2'2’;^ 
9,9, 9,9, 



dipuilion dont la validilc pent elrc etendue comme celle 
do l’dc|ualion (liO) a dcs valeurs de 7 n^ tres grandes, 
Landis cfu’elle cesse de siibsistor quand et appro- 
choiiL do 

De colte maniere on parviondra sans difficulte a une 
for mule vala))lo on general avec les memos restrictions 
c[ue ci-dessus, savoir 
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COSiSTT' - 

Up 


_ vv 


^ cos (3n-(jiH-l)(«',«'2 • •• -rPj^ 


(lO) 


J^es relations cnlre los deux systeiiies do variables pen- 
vent approxiinativenicnt ctre cxprimoos par 


«. „ ,,, ('"."s)’ 

j — »'i > - - -j 






ou 


«« «, 

"‘^7=’ ‘''^7o’ 

On ])eut (lediiii-o do Ui les o(}iifilioii« approclides 


"'.7, = «^7« 


»h<J» = (^-1) 


yi Ton on fait application anx soinniations iiidiqudos 
dans la fomiide (:}8), on doit poser j) = .v— 1 ct u^.., 
=■ »«•; inais on doit tontefois rcniarquor ((u’on no poid, 
de celte inaniore, ropi’dsontGr qu’iinpai'fallomont J’px- 
pression totale do tanl a cause des xonos oil la 

forniation de [{roupos cosse on nidiiio tonips dos doiix 
ebtds, ipi’ii caiis.e do la ddlcrmination dos liiiiitos dcs 
variables. Cepondaul , co qui iinporto iei, c’ost do lenii' 
coinple .xepardnicnt dos Icrinos do dont ddpoticl la 
torination des longues pdriodes do la sdrio des nonibros 
preniicr.s: et, pour cot objet, c’ost surtout la ddlorinina- 
tion des liniites inferieuros de.s noiivellcs variables 
.... qui a do rim])ortance. II rdsulto do Toquation 
(44), qiiand on y fait 2-> ■== s — I) ot « 4 _i ~ mj;, qii’on 
a ai)proxiniativeinenl 





mx 

= — r. 


( 1 ^) 


ot cVapros (87) la limiLo supmoiiro do cc3 ])rodiul esL x. 
Toutos les variables tUs^i unt done 1 pour 

liinite inferieurc, taut quo m csi petit ot no ddpas*so 
J 

[loinl la liniito 

Nous pouvons donc» dans roxpresbiou (\\S) do ;'V)i 
clioisir imo suite do tennos qni penvout ctre Iraiisforines 
on lino somine .s-u]jle 


/ ‘ \ 
^ eos| 27 r*.s’(«n^?j... l)|j 


Vs 


, (4;j) 


... uh-ix) 


oil toutos Ics variables pareoiirent la sdrie dos nombri 3 .s, 
dopiiis 1 jusqu’u cerlaines liniites (jiio nous ne detorniino- 
rons pas. 

Si nous cherchons onsuito a delorininer la sdrio 
f^oiTospondanto do G^{oo)^ nous (losorons d^abord 

oil cl X pen vent dire oonsidores run oL rautre eoinnio 
dos nonibros Lius grands; oL, si nous reniplarons iei f(x^) 
par roxpression ( 4 ;i)» nous pourrons oiroctuer, au !iou 
do 111 sonnnation par rajjporl a mw inldgralion donl 
lo rdsultat osl liidlo a obloiiir approxinmLivcineul , on 
ronuirquant ([uo toutos les valours (jue paroourt ic' sent 
do grauds nonibros, IVise sejiai'dnienl^ cettc purtio do 
G\x) qui ddjiond do a\ jiout dtro exprinioo ])ai' ^ ' 


I 

o 


X 

7tV S 



{m 


I J) 


( 14 ) 



La forme de cotte expression csL idciiticjue, saiif 
le facteur a colic do que nous ayoiis trouvee dans 
I’cquation (M*), Dans les deux cas, 1 ost la linntc in- 
ferieure do loutes los s variables; inais la ressoinblanco 
ne va pas plus loin, los deux dcvcloppoinents re}>res en- 
fant deux fonctions periodiquos diflerentes^ c[uoiquo 
d’lmc grande affinite, 

Gomine on a, eu egard a la seric (f))^ 

A‘{x) = OV)- f ~ . . . + (-ly. 


on pout facilement obtenii* un developpeinenl do f/(x) 
analogue a (10), de la forme 




, Gh(x) 


S > __ 1 

los2 ^ ■ 


Si Ton y porle I’expression dc G^{x} donneo par (44), 
on obtiendra la partie corrospondanie do t^x), Gomiue 
on le verra facilement, la discussion iillck'iciire de cotte 
expression sera essontiellement la m(}nio que prdcedeni- 
ment; lo resnltat sera parcilloment clc constater l^GxiRtoiice 
de granclos periodes ayant logo? coinme variable el la 
periode ^ definie par Tequation (28), Mais, en ce qui 
coiicernc la determination pins precise des amplitudes et 
des phases des fonctions periodiques, les monies oljstacles 
se prcsenleront encore ici, quoiquo sous Line forme iiou- 
vello. 


J’ai deja mentionno dans Pintroductioii que les dcuids 
pdriodiqiies entre les nombres de iiombros premiers 
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Irouvos efTectivcinonl ol ceux ([u’on k calciiles par la 
forinule de Rieniann soml)leni se devoloppor succes^ivo- 
nicnl pour los ^n-ancls noinl)rGs on periodos do plus en 
plus r4gulieres, 

HeureusemeiiL, il se Irouvo quo M. Ic Di*. Gram a 
traiic celle i(itesUoii, d^ui point de viie ompirique, dans 
son ineiuoire cite dans rinlroduction. II s’explique sur 
colte question dc la nmiiiere suivante (p, 250): 

„Glaishor, pour inioux melire on ovidonce la varia- 
tion clos dearts, on a fait unc roprdsentation graphique 
dans nn diagrannno c|uMl a joint fi son niomoirc. II y a 
quol(iuo chose qui junuTail fairc soni)(;onnor une pdriode 
de]>ciidante do /??, on eo sons quo la pdriode ost a pen 
pros 0,17, \og^^n dtant pris |)Our arguinent, et par conse- 
quent 0,3U, ht dtant rargmnent'^ 

I’ar line eonnnunication verl)alo AL Gram nVa domie 
Ic inoyon de conipUHor cotte indication. La fonclion 
pdriodi(|ue dtant niise sous la forme 

M. f Irani a determind les constanles par uno compensa- 
tion gdomdtrique simple et il a Irouvd 

o,;u) , a -= 0,^4. 

Gctlo forinule a Lien manifoste dcs dcarls conside- 
rables avGc le diagramme du neuvieme million; mais 
M. Gram a ndgligd ces ecarts parce qidil a sotiprotiui 
provena tent en parlie d^errenrs que confiendraieuf 
ies tableaux des vombres proniers ccdcidis par Dase^; en notk in, 
eilbt, les rcsultats de ce denombreinent sont difficiles a 
nioLtro d’accord avec le calcul du nombro des nombre*^ 



lironiici’5 jii^(|u’a. 10 millions fait par Meissel, Au coii- 
traiie, la foruuile a inis en oviilencc unc grando concor- 
dance avec le diagrainine de ;5 jusiju’u 8 millions. 

Enfin, apii's avoir calculd les ocarts avcc la for- 
iiiiiie do Rieinann pour la sdrio dos nonibres prcniiors 
coi'i'cspondanto a I’intervaile de logo; = 0,1 jiist|u’a 
log.B = 15 (x = 0200017) M, Gram osL parvcuii an 
rusultat suivanl: „Qno I’apparenlo distribution regidiere 
(les grands maxima ct minima du diagramnio do Glaisher 
est vraisoniblablemenl due a un accidoiiL." 

Taut que la tentative de ddlorminer les pdriodcs 
iKj comportait que des tiltomiements , ndcessitiis par tos 
donnees relativoment pen nombrouses qii’on jiosscklail 
et dont unc partic, en outre, dtait eulachdo du soupyoii 
d’incxactitudc , il pouvait sembler sago do rononcor a 
cello tentative. Heurousoment, M. Gram a fait connaitre 
les resultats de ses o.ssais do coinponsalion ; et I’on rccon- 
nai't a present, ii la lumiero do la tlieorio, ([uo la double 
conjecture d’apres laquollo on devait prendre iog.v [loiir 
rargument et 0,31) pour la valour do la pdriode, dtait 
essentiellement correcte ct qu’uno dtscussion ulterienrti 
des inaleriaux einpiri(|uos dont nous disposons justpi’ici 
est lout a fait superfluo. La cireonstance nidme (juo los 
longues periodos ivgulicres s’effacent, si ;c no dejiasse [las 
uno eertaine liinito inferieure , devient une confirmation 
de la tiidorie. 

Lo fondemeiit thdoriifue obteiiu est uu fori eiicou- 
rageiiiont a poursuivro la ddtermination exacto du nonibre 
des noinbro.s premiers, II serait surloul du plus haul 
interf't de contrbler le ealcul, fait par Daso, du noiubi'o 
des nombres premiers jusqu’a 9 millions, .soil (|u’on so 



uvv\i\ liU'llnulj ill' ,1-1, snil (jirni) Til 

(riMir iiH'lluHlr II iin|tnrlri ;iil {nissj dp 

inijirr nii‘' inli ih* < rnhr li» rl 100 luillinns, \\{\v 

PMiMjilr dr IH r-ii U) iiiillinn 0)1 luuniinul d(^ 
iiiiiiMrrr ill' in.driinM\ |»rrirn\ |mmii- In ['niiliiDiulioi) 
{{(' . I n lirt I hr ihrn) HjlM . 



NOTES. 

NOTE 1. On i-ecoiinait facilenipiil qii’ou a 
= a‘ix) + 1 a>-^{x) + + . . . 

OLi, SOUS forme symbolique, /?(a;) cv) 

On en fleduit 

et par consequent 

CS5 (i?— 

NOTE 2. Dans cette nole jo cliorcherai a rocon- 
striiire le raisoniieinent de Lorenz siir lequcl ost fondee 
la forniule (14). 

Soit donnee la serie 

® = \A®)2’(l + 22’cos2;rHV'»)(Za;, 

Jri 1 

oil f\x) est line fonction flnie et continue ontro les li- 
inites .r, et quelle ost la valeui’ ile cette serie? 

Posons Sm = 1 + 2l’cos2jrwi-a3; alors on aura, :c 
n’etant pas un entier ' 



r( '<t M ‘’IM’uk* (iiiH^ r*l fuillillUi^ 
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riihr Ir. 1 \ ‘-i < >1 nih im rnlin* im*-.! ciiinpns 
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I'iu inh'^'ianl par pailn on ithlinnlni 
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C/tO i-M'.,. I|./,/,. „ 

) 11)7 


« i 


Si h ' » Ilia I ‘ 

r . ) ! I . I ’ . . . t 

<n|it i Miiipn I'lihi l» iiiHltt' . a( nil [H'lll divinii’ 
riulrpialn ilr U iijianiM* nUiinln 

V w' •• t r 1 1 . . 1 * ^ I >l\ r .**-.><* ^ 

(y \ 

,CI /(>)tl '.VtM. 

I* . I[iiatitil< ,1 it. till .iiliili.Mit , Ill.ti' Iiii' -.i iH'tili'f. Iiu’nii 

'‘•‘111 .t> II III I I '»l 

ll'iiiui II i(itl iiiiii'l'', !•• ' iiitl'Ci ii|i‘'i \ ,\ I 

p 1 , it 

II » ? 11. 

V , , r \ .MiMint Mft( lit tr a ili h riiiiiiar h"' 



p rtLint nn iiombro ontier conipris entre los 

9;r^p-l5p 

noinbres /’ ot r-L*’- On aura, on remplaganL r+p par r\ 
\ ^(j") d.r ^ Y ( I + ^2 2’ cos 3 n a?) ^/.r 

fjp t)#'— e?p 




( I + 2 2’ cos 2 ;r n\x) clx 
==== f o;) ( 1 -(*- 2 2' cos 2 tt ,a*) d x 


« 

+ \f (}'’ — ®)( ' + 22' cos2 dx. 


Par cles Jiietliodes liicn connuoa on reeoniialtra quo 
Ics cloux inlbgralos sont egales a . 

Par conscqiuMit 

*S’ = /’('■) + A'’ "1" ••• /(’' + *)) 

a I’exception dos cas oil rune des liiniLos do t’iutegralc 
on loules los deux sont dgalcs ii des entiors. Duns 
ces cas Ics tenues corrospondants doivonl dtro comptds 
pour moitid. 

Gonsiddroiis maintenant la forniule (14) de Ijoreuz. 
Dans cc qui prdcddo, Lorenz dit qu’il ciiorchora uno ox- 
prossion do la puissance s-idino de J-P2’' + B'‘ ... 

Jfais il no le fait pas et it n’a pas besoin d’uno tcflc 
expression. Au contraire il trouve par la fornmlo (14) 
uno expression integraie de 


B>{x) ^ /9'(l) + ^'(2) ... /J*{a;) 



:iy:i 


♦ 'I hi i’riuar<|iir hH[Mr||r {oils h‘s iMoiik'dIk (to 

riiifpi’nilr .s.nph' qiu >.(' lrnM\r au 'iocoiid nii'nil)i'(! do 
hr([iial ii 111 ill) /i*v .Mil Miii onl^ a iiiniio, {[wo 


//, //, //. , ft, 

f( * ’ I 

III* MiHiii ill'' I'lilh-i inol n-IU* pniposilidn on (Whll»llO(^ 
iro>l jiiiui‘|nni iMMti ohori'horiHo^ iivoc- pins do ddlails a 
voiilioi* I’ollo roninnpio. 

Sml lino niio}*ralo dnilhh' 


,ifi .K/j 

Y II ■ 

I » 

(Innina^ nn lo louaiiiail riioilriiioid , nn poul inliTVorlir 
I’ordiodr irdi'nndams, )/iiilo;d‘<il^* iiiu* sniiuiHMlnuhlo 
do Inii'. lo o|i-iMoid . inulliplii'S pin* /'(/(,, //J sniH 

lo^ (Mindilimi. ipio ol ^.nioiil hnis d(Mi\ plus i^runds 
ipio I, ipn- tf^ ’<nil plus f(in‘ i»l ijiio soil pins 

pfiil ijiio //. (I'o'J pniiiqnni Ton nui'a 

.lf< t*0 pfi 

y/aA/i/q. 

(hi loonnisnt do la na'sno ni.niion* (|iio 


y ' I * u 1 *^ « I 

Wr/, W», . . y(//,. 

f I ri • I 

yi",' 

X, I •'"j 
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H »2 I 


( 14 - 22 ’ cos/^i It,) 


== ~.'(l+2Vcos/. 


*<»-! \ 


K,)y~-- (i-l-2 2' 

,„fe(l + 22V»M-)L(l + W'co»»). 


En consec|iienco do la proposition developpde ci- 
dessiis, tons les olonjouts de la clenilcrc s’dvan- 

iioiiiront, a moins quo ne soil un noinbro enticr. Dans 
CO cas rcldineiit sora egal a (on a si c^ost uii 
element liniite). En consequence on aura 



sous la condition quo soil un entier, En coulinuanl 

do cette manidre, on verra quo cliaquc element de Tiute- 
grale 5-uplo doiincc ost egal a zero, a moins que loiUes 
los fractions 

!li 

II,' u, ••• n, ' 1 

ne soienl des enliers. Dans ces cas, les (5l6inonts sent 
egaux a l’unit6 on, si ce sont des dldmenls limites, a 
line puissance do 



Goinme on lo roconnait racil(3ment, Tcxposant tie 
cello puissaiico do J iiiduiuo lo noinbro des iVactioiis 

qui son! ogalos a riinit^. Goa roma.r(jiie« JiieU 
loni on dvidonoo roxacliiudo do la forinule (14). 

NOTE 3. La donionsii’alion do rdqualioii (15) mot 
on ('^vidonoo qidon ])oul ]}orinuloi les trois fouctions /*, 
ijyh, Dos lors on i)eut transporter la sonmie 2 2’cos/y««i, 
conuno loulcs los anircs soniines, cle droilo a gauobo. 

NOTE 4. Los constanlcs peuvoiil dtre definics 
par I’dqualion 

On ^ ^ r (log 2 2' oos/i M 

n\ 

oil p ost an oniior. 

On anm (ilors (m>0)^ 

1 - 2 -+ :■} - + - 7_1 - 
log’*+‘/)\ 

' 3 J) ' ' II -l- 1 )' 

(louimo on lo voil facilem(*)it, oos valours sotil, an 
sijfiKi im'w, los (“()('f(lcioiils do la sdrio 

.^(J-.s') = cj- 'H 

oil f (la ronolion do lliomann) osL ddliiiio par roquation 
c{,s) liiii 

Cos oocflioioiits onL etc oalcidds par M.M. J.-L.-V.-W. 
./(’iison ol Gram. Voir G(»inples rondus 1887, tome 104 
p. 1157 cl Ovor.s. over dot kgl. danskc Vidonsk. Solsk. For- 
liaiidlingor 1S!)5, p. :!08. 





NOTE 5 . Si Ton posr 


z = n^{z)-^v, 

oil tj) osl line fonction donnee, ii el v dos variables 
independantes, on aura, f{z) ctant une function arbitraire, 


fh\ = yi 4- 4- 4- .Js LL ..L . . , 


K ^ t{«) . h = 


rf ”-' i<l>{v Y r{v)) 


Pour fairc des applications de cctte forinule, on doit 
encore chercher le reste; iiiais, dans co qiii suit, nous 
supposons que on reste tend vers zero pour un nonibrc 
croissant do terines. 

Nons po&ons 

z =: — 




A«) /■'(«) 


fl-22 


La sene cit 6 e de Lagaiigro nous donnora aloes 



Differenlions cette dqualion pae rapport ji v; nous 
obtiondrons ainsi 


e~^' dz 
z dv 
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Si noius posoiis ii = nous auroiis la Ibi’nnilo 
(23) cle Lorenz. 


NOTE (). Coii-siderous rintogralo 

S d w(v^-\-wi) 

nv,+~wiy-'i 

ou (t osl ivbs [^rand ct oil cliffere do runilo. Alors 
CQ no sonl quo los potiles valeurs do ?/» qui inllnont suv 
hi valour do IMnl^grale oL nous pouvons sans orrour sen- 
sible rouiplaeor I’inlegralo doniieo par I’integralc plus 
simple 

V 1 

Do la ineino maniere, on pout reinplacor 


par 


'»oe 

1 (hr ( l-|-«ii) 

\i/0+ViT“l 


^/f(i 4- 1^0 » 




diOt^aw 

'i/lTiT 




Do ccLlc faeoii on obtionl 


0 


I ” (h . 

\l/y® — 1 aV^l—l 2 


nmis cello ecjualion n’e.st pas valable quanrl csl ogal 
a 1 ou no flifforo quo pou cle 1, Dans co ens le membre 

clo I’cVinaliou devioiil inflni, lanclis que rinl(5gralG 

((Vvl—\ 



r«'o 


Gst egalc ii zero; c’esl pourciuoi Ton im sail 
K« 

pas si I’exprossion Irouvec pout ulrc appliqudo a la 
soinnialion approciiee do la sei-ie qui expriino Z*. 


NOTE 7 . L’indicalion do Lorenz qu’on doit dans 
la soinmo double <S', negliger Ics tonnes (jiii correspon- 
dent a w, = ot m, = Vn>^n)^n n’osl pas cor- 

recte; on ne doit negliger quo les tornios pour lesf[uol.s 
les denoininatoiu's s’dvanouissenl. D’aillonrs Loroiiz lui- 
nienie n’a dans les sornmalions siiivanlos ndgligd quo 
ces terinos. 


NOTE 8. Posons 

= //i+Z/s ••• Up', 

alors, en negligeant tons les terines d’lin ordre supdriour 
an second, nous aurons 


‘ 1 + (s- 1 ) .s; 1 

I l + 1 + 26:,_2 '■ 

s- 1 . 2 .y,_, - 2 . 36 ',_ 3 6 ',_ 2 . . . -(s - 2 ) (,v- 1 ) \ 

+ r-6’7-. -}-2».S._2 +(,_iy;svj. 

Si I’on porle dans la seconde serie 
p = s— 1 , s — 2 on aura 


= r( 


U r (s+/S,_i (y»-( -<S.„2) + 2 <S',_ 2 ( 2 //,_ 2 -Ns_ 8 ) . . . (s- 

Ici Ton pose jS,_i = pj_i -f .S',_2 , d’oti 

Dans cetle expression on pose 6',_2 y,_2-(- d’ou 

U = .(s+y/_, +3 .S’...3(3p,_3- 6 V 3 - .V,)+ . . .)■ 


En continiiani, do cotto iiiaiiioro on oblioiuli'a I'ex- 
])ression do Lorenz. 

NOTE 9. M. J.-P. Gram lu’a conmuiiiii{ud <ju'il 
I'xisLo nno cortaine relation entre le.g Amleuifi do y trou- 
vdcs ici ot lc.s racinos do f(i) = 0, f etanl la fonclion 
do Rieniann. Void la coinmiinication do M. Grain. 

L’ennation 

Oei'(J -</)+] =- 1 — <ip 

met en evidence ciue doit approximalivomenl iStro 
dgal a Tune dcs racine.s, «, do $(i) ==> 0, puisquc lo 
noml)re dos racincs egalcs ii iV on plus petitos quo jV 
osl egal a 

(cfr. la note do M. Grain, VicltMisk. Sel.sk. Ovety. JUOii, 
p. l:L Note sur les zcnus do ia I'onclioii ^(s) do Rieniann). 
Los valours calculiles do y (ji. 550) doiinoront 

= 14,521 tandi.s tjiie « =-= 14,155 

20,0.55 21,022 

25,4'.)2 25,011 

20,75'.) 50,425. 

Le.s valours do // (p. .557) donneront 

2;re'' = 15,.5.i5 
i‘.),!)<S7 
24,027 
29,251. 


Cost vraisoniblableinonl iiio.xacl qiiand Lorenz .sup- 
po.se ((ii’il ail Irouvo les iimite.s do 2. II osl vraisoni- 
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blable quo son y doit Give precisdnionl egal a logjs^. 
S’il en est ainsi, le devcloppenient de Lorenz mot en 
evidence ie fait inteiessant qu'il traite les racines a. de 
f(/) 0 sans recourir aux fonctions f en iuctiquanl 

leiir importance — a son point de vue, bien Gnlondu* ■ — 
pour la partie periodique de 


NOTE 10. LMquation (35) n’est pas juste, a ixjoins 

que -- - — ne soit egal A 2(a!+ J) pouf m = q. 

sin TT — 

C’esl ce qu’on reconnatt do la maniere suivanto. 


Si I’on pose 


S = 2’ 

m^l 


. 2;rw(a^ + ?) 


2f/sin — 
<[ 


on aura 


1 

o = — I ^ -4- COS *4" eos • 

<1 « i ==> \2 ' 2 ' <! 


. . . cos - 


el 


2‘r}»;r j 

2 cos = n~ 1 


si 2 est un factcur de r, tandis cfu’on aura dans lo cas 
contraire 


<9,rmn 
2 cos 


- 1 . 


Par consequent 

" = US' f ^ « 
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NOTE 11. 


On pose »(j = on 

«. ", __ I 

■ ~ <j\ ‘I ^ 


Si }i\ cst Ires petit on coinparaison do q^, on pout clan.s 
la serie i)i[ negliger let! tonnes siiivants ot poser 


Vm^a^ 


2 , 
7J 


l/^ 

-Zl 

- 1- 1 -h (?, + '»:) - - ^- ) ■ 

On aura done avoc nne cerlaine approxiniatioi^ 
2' + ^^' elanl un nonibre entiei\ 


eos(2jr-2K«,)^+|) 
j/o' ivhu]W 


4 

E2 



Si I’on prcncl la soinmc d’un grand nombro tic- 
paroillo.s expro.ssions el si Ton reniplace la soninio par 
unc integralc (cle — oo a + «»), on obtiendra 


«,cos 

2’- -- 


2 7r> 2 (>»,«,)! + 

V'I’OH.n,)* 



1/2 




4 a. ' 8 



cos 


'It 


2^1 «, 

?r 



Jo suppose i\uo c’esl cle ceLte maniere cjiio Lorens 
a proiive son liypo these. 

Coninie on le voit, Ic prooerte ne met i)oiU’tant pas 
on evidence lo degre (roxactitude du resultat o)3tcnii. 



oil 0 est iudepenclant de x\ 

Dans cotte expression , le denoininatenr dc la der- 
nierc integrale est tres grand en coinparaison de colui 
de riulegrale proposee; nussi cettc integrale peut-elle 
etre negligee, De cette inani6ro on oblient Texpres- 
sion (44'). 



KOTE lli. Voir la note do M. Gram: Happorl s«r 
qiichjues calculs ontropris par M. Bovtelsen ot coiicer- 
naiil lof; nornbros preiiiiors, Ada matlicm., tomo 17, 
p. :i()i-:U4; 

[ja revision iaito par 11. Bortelscn dcs lablouux do 
Daso confirine coinpldoinonl: la supposition do M. Gram. 



